




ÐÅÔÅÐÀÒ

Çâiò ïðî ÍÄÐ 149 ñ., äæåðåë 128.

ÁÀÃÀÒÎÒÎ×ÊÎÂÀ ÇÀ ×ÀÑÎÌ ÇÀÄÀ×À, ÃIÁÐÈÄÍI IÍÒÅÃÐÀËÜÍI ÏÅ-
ÐÅÒÂÎÐÅÍÍß, ÃIÏÅÐÁÎËI×ÍI ÒÀ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍI ÐIÂÍßÍÍß, ÇÀ-
ÄÀ×À ÄIÐIÕËÅ, ÇÀÄÀ×À ÇI ÑÊIÑÍÎÞ ÏÎÕIÄÍÎÞ, ÇÀÄÀ×À ÊÎ-
ØI, ÇÎÍÀËÜÍÎ-ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÅ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÅ, ÊËÀÑÈ �ÄÈÍÎÑÒI
ÒÀ ÊÎÐÅÊÒÍÎÑÒI, ÊÐÀÉÎÂÀ ÇÀÄÀ×À, ÎÁÅÐÍÅÍÀ ÇÀÄÀ×À ÒÅÐ-
ÌÎÅËÅÊÒÐÈÊÈ, ÏÐÎÑÒÎÐÈ ÃÅËÜÄÅÐÀ, ÃÅËÜÔÀÍÄÀ I ØÈËÎ-
ÂÀ, ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÅ ÐIÂÍßÍÍß, ÑÈÏÀÐÀÒÍI ÑÈÑÒÅ-
ÌÈ, ÑÒIÉÊI ÑÈÌÅÒÐI×ÍI ÂÈÏÀÄÊÎÂI ÏÐÎÖÅÑÈ, ÓÒÂÎÐÞÞ×À
ÔÓÍÊÖIß ÒÅÐÌÎÅËÅÊÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÏÎËß, ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÈÉ
ÐÎÇÂ'ßÇÎÊ, ÔÓÍÊÖIß ÃÐIÍÀ.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � êðàéîâi çàäà÷i ç iìïóëüñíèì âïëèâîì äëÿ ïàðà-
áîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿì, çàäà÷à Êîøi äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç îäíîðiäíèìè òî÷êîâî íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè òà åâîëþöiéíi çàäà÷i
òåðìîåëåêòðîïðóæíîñòi é îïòèìiçàöi¨.
Ìåòà äîñëiäæåííÿ � çíàõîäæåííÿ óìîâ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷

äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ, ïàðàáîëi÷íèõ i ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, çàäà÷ òåð-
ìîåëåêòðîïðóæíîñòi, òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ,
òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, òåïëîïðóæíîñòi é ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.
Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ � ìåòîäè ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé

ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàçíà÷åíèõ ðiâíÿíü, êëàñè êîðåêòíîñòi òà ¹äèíî-
ñòi çàäà÷i Êîøi, ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ç iìïóëüñíèì âïëèâîì
i âèðîäæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìåòîäè ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ
òàêèõ çàäà÷, ðiçíi ðåæèìè êåðóâàííÿ, çàãàëüíà ïðèðîäà ñòiéêèõ ñèìåòðè÷íèõ
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Ëåâi.
Îñíîâíi ðåçóëüòàòè:

� óçàãàëüíåíî êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ôðàêòàëüíî¨ äèôóçi¨, äëÿ ÿêîãî:

- ç'ÿñîâàíî, ùî éîãî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ¹ ùiëüíiñòþ
ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé äëÿ ñèëè ëîêàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ó
âiäïîâiäíîìó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Ðiññà;

- âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â êëàñi íåîáìåæåíèõ,
ðîçðèâíèõ ç iíòåãðîâíîþ îñîáëèâiñòþ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié;

- çíàéäåíî iíòåãðàëüíó ôîðìó êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i òà äîñëi-
äæåíî âëàñòèâîñòi éîãî ãëàäêîñòi é ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi;
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- íà iíòåðâàëàõ ñòàáiëüíî¨ iíòåíñèâíîñòi êîåôiöi¹íòà ôëóêòóàöi¨ ðiâíÿííÿ
âñòàíîâëåíî àíàëîã ïðèíöèïó ìàêñèìóìó;

- íàâåäåíî ïðèêëàä çàäà÷i Êîøi ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ � ÿäðîì Ðiññà
äðîáîâîãî iíòåãðóâàííÿ, òà âñòàíîâëåíî ¨¨ ïðèðîäíè÷èé çìiñò;

� âïåðøå âñòàíîâëåíî çàãàëüíó ïðèðîäó ñiéêèõ ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ Ëåâi â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî ëîêàëüíèé âïëèâ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ
â ãðàâiòàöiéíèõ ïîëÿõ Ðiññà;

� îçíà÷åíî êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,
ùî õàðàêòåðèçóþòü áàãàòñòâî êëàñó Øèëîâèì ñèñòåì ðiâíÿíü çi çìiííè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè òà êëàñó {p⃗, h⃗}-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì. Îáãðóíòîâàíî ¨õ
ïàðàáîëi÷íó ñòiéêiñòü ùîäî çìiíè êîåôiöi¹íòiâ;

� óñòàíîâëåíî çàãàëüíi îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi òà
éîãî ïîõiäíèõ äëÿ ñèñòåì ç öèõ êëàñiâ íå âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ðîäó
ñèñòåìè;

� äîñëiäæåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øè-
ëîâèì ñèñòåì ó ïðîñòîðàõ òèïó S, âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ó
êîæíîìó òàêîìó ïðîñòîði êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, ðîçøèðåíî
êëàñ ¹äèíîñòi S ′

0 Ãåëüôàíäà i Øèëîâà äëÿ òàêèõ ñèñòåì äî ïðîñòîðiâ Sβ0
′
,

β > 1, i äîâåäåíî, ùî öi ðîçøèðåííÿ ¹ êëàñàìè êîðåêòíîñòi. Îäåðæàíi ðå-
çóëüòàòè ïðîiëþñòðîâàíî íà ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ íåîáìåæåíî¨
ñòðóíè;

� äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç iìïóëüñíîþ óìîâîþ çà ÷à-
ñîâîþ çìiííîþ òà çi ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè äîâiëüíîãî ïîðÿäêó â
êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè â ãåëüäå-
ðîâèõ ïðîñòîðàõ çi ñòåïåíåâîþ âàãîþ, ñòåïiíü ÿêî¨ çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó
îñîáëèâîñòåé êîåôiöi¹íòiâ:

- çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, òà çàäà÷i
Äiðiõëå;

- âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ;

- âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ îäíîñòîðîííüî¨
êðàéîâî¨ çàäà÷i;

� äîñëiäæåíî áàãàòîòî÷êîâi çàäà÷i Êîøi, Äiðiõëå òà çàäà÷ó çi ñêiñíîþ ïî-
õiäíîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèðîäæóþòüñÿ
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äîâiëüíèì ÷èíîì çà ÷àñîâîþ çìiííîþ ó ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó òà ïðî-
ñòîðîâèìè çìiííèìè íà äåÿêié ìíîæèíi òî÷îê, ïðè öüîìó:

- âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà îöiíêó ðîçâ'ÿçêó áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i Êîøi
äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ìàþòü äîâiëüíi ñòåïåíåâi
îñîáëèâîñòi çà ÷àñîâîþ i ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè;

- âñòàíîâëåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïàðàáî-
ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ìàþòü ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi äîâiëü-
íîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè;

- çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çi ñêiñíîþ ïî-
õiäíîþ äëÿ âèðîäæåíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi ñòåïåíåâèìè îñîáëè-
âîñòÿìè â êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ òà êðàéîâî¨ óìîâè;

� äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ
çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ òà iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, äëÿ
âèðîäæåíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó âñòàíîâëåíî iñíó-
âàííÿ òà çíàéäåíî îöiíêè ¨¨ ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ, ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíi
òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i òà àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i
äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü;

� óçàãàëüíåíî ïiäõiä äî îïèñó òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ÿêèé äîçâîëèâ
âïåðøå îòðèìàòè àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðè-
êè ó âèãëÿäi, çðó÷íîìó äëÿ êåðóâàííÿ âèõðîâèìè òåðìîåëåêòðè÷íèìè
ñòðóìàìè ó çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi;

� ðîçðîáëåíî ñõåìó ïîáóäîâè óòâîðþþ÷î¨ ôóíêöi¨ òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ
äëÿ äâîâèìiðíîãî ãiðîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà ñïðîùó¹ çíàõîäæåííÿ
ðîçïîäiëiâ òåìïåðàòóðè, ïîòåíöiàëó i ñòðóìó, íåîáõiäíèõ äëÿ ñòâîðåííÿ
ãiðîòðîïíèõ òåðìîåëåìåíòiâ. Íàâåäåíî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ óòâîðþ-
þ÷î¨ ôóíêöi¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ âèõðîâèõ ñòðóìiâ ó ïëîñêîìó ãiðîòðîïíî-
ìó ñåðåäîâèùi;

� äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çàãàëüíî¨ ñòðóêòóðè ç íåîáìåæåíèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè òà îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, ùî äiþòü çà ÷àñòèíîþ êîìïîíåíò
ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êî-
øi òà äîñëiäæåíî éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi;

� çà äîïîìîãîþ ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó Åéëåðà, Áåññå-
ëÿ ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñåïàðàòíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó íà êóñêîâî-
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îäíîðiäíîìó iíòåðâàëi ç âiäïîâiäíèìè ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìî-
âàìè;

� çäiéñíåíî êîðåêòíó ïîñòàíîâêó i ðîçâ'ÿçàío ñòîõàñòè÷íó m-òî÷êîâó çà
÷àñîì çàäà÷ó Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó iç çáó-
ðåííÿìè òèïó "áiëîãî øóìó"ç âiä'¹ìíèìè çíà÷åííÿìè;

� ðîçãëÿíóòî ìåòîäè÷íi àñïåêòè íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè â
îñâiòíiõ çàêëàäàõ, çîêðåìà, äîñëiäæåíî:

- ïèòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ iç çàñòîñóâàííÿì ñó÷àñíèõ iííî-
âàöiéíèõ êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié;

- ïèòàííÿ ìîæëèâîñòåé âèêîðèñòàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ïiäõîäiâ i ãðàôi-
÷íîãî êàëüêóëÿòîðà âiëüíîãî äîñòóïó, äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâ ôóíêöié,
ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðà-
ìåòðàìè òà iòåðàöiÿìè;

- åôåêòèâíiñòü ìåòîäó âiçóàëiçàöi¨ øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ïëàòôîðìè
Genially äëÿ ñòâîðåííÿ iíòåðàêòèâíîãî àíiìîâàíîãî êîíòåíòó;

- ìåòîäè÷íi îñîáëèâîñòi äèñòàíöiéíîãî íàâ÷àííÿ ïðè âèâ÷åííi ñåðåäîâè-
ùà ïðîãðàìóâàííÿ Ñêðåò÷ òà äîöiëüíiñòü âèêîðèñòàííÿ ìîáiëüíèõ çà-
ñòîñóíêiâ äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîãðàìóâàííÿ â øêiëüíîìó îñâiòíüîìó ïðîöåñi.
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ÂÑÒÓÏ
Ó çâiòi íàâåäåíi ðåçóëüòàòè, ÿêi îäåðæàíi ñïiâðîáiòíèêàìè êàôåäðè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ×ÍÓ iì. Þ.Ôåäüêîâè÷à ïðîòÿãîì 2018-2022 ð.ð. ïðè
âèêîíàííi ÍÄÐ "Äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà
çàäà÷i òåðìîåëåêòðîïðóæíîñòi". Öi äîñëiäæåííÿ ¹ ïðîäîâæåííÿì âèêîíàíî¨ â
2013 -2017 ð.ð. êàôåäðîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÍÄÐ "Äîñëiäæåííÿ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ". Çâiò ñêëàäà¹òüñÿ ç ðåôåðàòó, âñòóïó, ñåìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ,
äîäàòêó òà ïåðåëiêó ïîñèëàíü.

Ðåçóëüòàòè, ùî ïðåäñòàâëåíi â ïåðøîìó ðîçäiëi, ñòîñóþòüñÿ ïñåâäîäèôå-
ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðîì Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ÿêå ¹
óçàãàëüíåííÿì âiäîìîãî ðiâíÿííÿ ôðàêòàëüíî¨ äèôóçi¨. Ç'ÿñîâó¹òüñÿ ïðèðî-
äíè÷èé çìiñò öüîãî ðiâíÿííÿ òà âñòàíîâëþ¹òüñÿ éîãî çâ'ÿçîê ç ñèìåòðè÷íèìè
ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè Ï.Ëåâi â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî ëîêàëüíèé
âïëèâ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ â ãðàâiòàöiéíèõ ïîëÿõ Ðiññà. Äîñëiäæåíî âëàñòèâî-
ñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçîêó çàäà÷i Êîøi òà âñòàíîâëåíî ¨¨ êîðåêòíó
ðîçâ'ÿçíiñòü â êëàñi íåîáìåæåíèõ, ðîçðèâíèõ ç iíòåãðîâíîþ îñîáëèâiñòþ ïî-
÷àòêîâèõ ôóíêöié. Ïðè öüîìó, çíàéäåíî ôîðìó êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çà-
äà÷i òà äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi éîãî ãëàäêîñòi é ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi.
Òàêîæ, çà ïåâíèõ óìîâ íà êîåôiöi¹íò ôëóêòóàöi¨, âñòàíîâëåíî àíàëîã ïðèí-
öèïó ìàêñèìóìó, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî îáãðóíòîâàíî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi. Ðåçóëüòàòè öèõ äîñëiäæåíü äîçâîëèëè îõàðàêòåðèçóâàòè çàãàëüíó ïðè-
ðîäó ñòiéêèõ ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Ëåâi.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ñèñòåìàì Øèëîâà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ó íüîìó ç'ÿñîâó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî áàãàòñòâî êëàñó
Øèëîâà ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè øëÿõîì îçíà÷åííÿ
íîâèõ êëàñiâ ñèñòåì, ÿêi ¹ ïàðàáîëi÷íî ñòiéêi äî çìiíè ñâî¨õ êîåôiöi¹íòiâ. Äî-
ñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîç'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ
ñèñòåì. Êðiì öüîãî, òóò äîñëiäæóþòüñÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ñèñòåì
ó ïðîñòîðàõ îñíîâíèõ i óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié I.Ì. Ãåëüôàíäà òà Ã.�. Øè-
ëîâà. Ç'ÿñîâóþòüñÿ îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ òàêèõ ñèñòåì òà
çäiéñíþ¹òüñÿ ðîçøèðåííÿ âiäîìèõ êëàñiâ êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi. Îäåðæà-
íi ðåçóëüòàòè ïðîiëþñòðîâàíî íà ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ íåîáìåæåíî¨
ñòðóíè.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç iìïóëü-
ñíîþ äi¹þ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i Êîøi é Äiðiõëå, à òàêîæ,
çàäà÷à çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ òà îäíîñòîðîííÿ êðàéîâà çàäà÷à. Äîñëiäæó¹òüñÿ
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âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ìàþòü ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi äîâiëüíîãî
ïîðÿäêó ÿê çà ÷àñîâîþ, òàê i çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè íà äåÿêié ìíîæèíi
òî÷îê. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìó òà àïðiîðíèõ îöiíîê äîâîäèòüñÿ
iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ â ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ
çi ñòåïåíåâîþ âàãîþ.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ áàãàòîòî÷êîâèõ çà ÷àñîì çà-
äà÷ Êîøi é Äiðiõëå, à òàêîæ, çàäà÷i çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî
ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòåïåíåâèì âèðîäæåííÿì ó êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿ-
ííÿ i êðàéîâèõ óìîâàõ. Êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ìîæóòü äîïóñêàòè ñòåïåíåâi
îñîáëèâîñòi äîâiëüíîãî ïîðÿäêó çà áóäü-ÿêèìè çìiííèìè íà äåÿêié ìíîæèíi
òî÷îê. Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äîâåäåíî çà äîïîìî-
ãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó òà àïðiîðíèõ îöiíîê â ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ çi
ñòåïåíåâîþ âàãîþ. Ïîðÿäîê ñòåïåíåâî¨ âàãè çàëåæèòü âiä ñòåïåíåâèõ îñîáëè-
âîñòåé êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ. Òàêîæ, ó öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à
ïðî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ùî îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ çi ñêiñíîþ ïî-
õiäíîþ òà iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâ-
íÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. Ðîçãëÿíóòî âèïàäêè âíóòðiøíüîãî, ñòàðòîâîãî òà ìå-
æîâîãî êåðóâàííÿ. Êðèòåðié ÿêîñòi çàäà¹òüñÿ ñóìîþ îá'¹ìíèõ òà ïîâåðõíåâèõ
iíòåãðàëiâ. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó òà àïðiîðíèõ îöiíîê âñòàíîâ-
ëåíî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó íåëîêàëüíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
ç âèðîäæåííÿì. Êðiì öüîãî, äîñëiäæåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñè-
ñòåìîþ, ùî îïèñó¹òüñÿ çàãàëüíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íîãî
ðiâíÿííÿ.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ îáåðíåíà çàäà÷à òåðìîåëåêòðèêè â
çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi íà îñíîâi óçàãàëüíåíîãî ïiäõîäó äî îïè-
ñó òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Âèâ÷à¹òüñÿ ìîæëèâiñòü êåðóâàòè âèõðîâèìè
òåðìîåëåêòðè÷íèìè ñòðóìàìè â òàêîìó ñåðåäîâèùi. Çíàéäåíî àíàëiòè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i òà ðîçðîáëåíî ÷èñëîâèé ìåòîä çíàéõîäæåííÿ éîãî íà-
áëèæåíîãî çíà÷åííÿ. Òàêîæ, ðîçãëÿíóòî ïîáóäîâó óòâîðþþ÷î¨ ôóíêöi¨ òåðìî-
åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ äëÿ äâîâèìiðíîãî ãiðîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà ñïðîùó¹
çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëiâ òåìïåðàòóðè, ïîòåíöiàëó òà ñòðóìó, íåîáõiäíèõ äëÿ
ñòâîðåííÿ ãiðîòðîïíèõ òåðìîåëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ
óòâîðþþ÷î¨ ôóíêöi¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ âèõðîâèõ ñòðóìiâ ó ïëîñêîìó ãiðîòðî-
ïíîìó ñåðåäîâèùi.

Ðåçóëüòàòè, ïîäàíi â øîñòîìó ðîçäiëi, ñòîñóþòüñÿ äåÿêèõ åâîëþöiéíèõ ðiâ-
íÿíü i çàäà÷. Òóò ìåòåîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ çíàéäåíî ôóíäàìåí-
òàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðàìè
Áåññåëÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ êîìïîíåíòàìè ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Ìîäåëþþ-
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òüñÿ äåÿêi äèíàìi÷íi ïðîöåñè ìåòîäîì ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü
òèïó Åéëåðà, Áåññåëÿ íà êóñêîâî-îäíîðiäíèõ iíòåðâàëàõ. Âïåðøå ñôîðìó-
ëîâàíî òà ðîçâ'ÿçàíî ñòîõàñòè÷íó áàãàòîòî÷êîâó çàäà÷ó çi çáóðåííÿìè òèïó
"áiëîãî øóìó"ç âiä'¹ìíèìè çíà÷åííÿìè.

Çàêëþ÷íèé ñüîìèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ìåòîäèöi íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè òà
iíôîðìàòèêè â îñâiòíiõ çàêëàäàõ. Ó íüîìó ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ìàòåìàòè-
÷íîãî ìîäåëþâàííÿ iç çàñòîñóâàííÿì ñó÷àñíèõ iííîâàöiéíèõ êîìï'þòåðíèõ
òåõíîëîãié, à òàêîæ, ïèòàííÿ ìîæëèâîñòåé âèêîðèñòàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ïiä-
õîäiâ i ãðàôi÷íîãî êàëüêóëÿòîðà âiëüíîãî äîñòóïó, äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâ
ôóíêöié, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç
ïàðàìåòðàìè òà iòåðàöiÿìè. Òóò òàêîæ äîñëiäæåíî åôåêòèâíiñòü ìåòîäó âiçó-
àëiçàöi¨ øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ïëàòôîðìè Genially äëÿ ñòâîðåííÿ iíòåðàêòèâ-
íîãî àíiìîâàíîãî êîíòåíòó. Ðîçãëÿíóòî ìåòîäè÷íi îñîáëèâîñòi äèñòàíöiéíîãî
íàâ÷àííÿ ïðè âèâ÷åííi ñåðåäîâèùà ïðîãðàìóâàííÿ Ñêðåò÷ òà äîöiëüíiñòü âè-
êîðèñòàííÿ ìîáiëüíèõ çàñòîñóíêiâ äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîãðàìóâàííÿ â øêiëüíîìó
îñâiòíüîìó ïðîöåñi.

Äîñëiäæåííÿ, ðåçóëüòàòè ÿêèõ óâiéøëè äî çâiòó, âèêîðèñòîâóþòüÿ â íà-
â÷àëüíîìó ïðîöåñi, çîêðåìà, ïðè ÷èòàííi êóðñiâ "Äèôåðåíöiàëüíi ìîäåëi ñî-
öiàëüíèõ i ïðèðîäíè÷èõ ïðîöåñiâ "Âèáðàíi ðîçäiëè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè "Äè-
ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ”, ïðè íàïèñàííi êóðñîâèõ òà äèïëîìíèõ ðîáiò.

Çà çâiòíèé ïåðiîä îïóáëiêîâàíî îäíó ìîíîãðàôiþ äåðæàâíîþ ìîâîþ òà
îäèí ðîçäië ìîíîãðàôi¨ ìîâîþ �âðîïåéñüêîãî ñîþçó (Â.Ëiòîâ÷åíêî), äâàíàä-
öÿòü íàâ÷àëüíèõ ïîñiáíèêè (Ëåíþê Î.Ì., Ëóñòå I.Ï., Ëó÷êî Â.Ì., Ìåëüíè÷óê
Ë.Ì., Ïåðóí Ã.Ì., Ïóêàëüñüêèé I.Ä., ßøàí Á.Î.), â 2020 ð. óñïiøíî çàõèùåíî
äèñåðòàöiþ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ ñïåöiàëüíîñòi 111 ìàòåìàòèêà (Á.ßøàí, íàó-
êîâèé êåðiâíèê Ïóêàëüñüêèé I.Ä.). Ìàòåðiàëè äîñëiäæåíü íàäðóêîâàíî â 84
ôàõîâèõ âèäàííÿõ, ç íèõ � 38 ïóáëiêàöié ó âèäàííÿõ, ùî âõîäÿòü äî íàóêî-
ìåòðè÷íèõ áàç äàíèõ Scopus i Web of Science.
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Ðîçäië 1

ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÅ
ÐIÂÍßÍÍß ÔËÓÊÒÓÀÖIÉ
ÃÐÀÂIÒÀÖIÉÍÈÕ ÏÎËIÂ ÐIÑÑÀ

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç îïåðàòî-
ðîì Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ÿêå ïðèðîäíüî óçàãàëüíþ¹ âiäîìå ðiâ-
íÿííÿ ôðàêòàëüíî¨ äèôóçi¨. Éîãî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
¹ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé äëÿ ñèëè ëîêàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ðóõîìèõ
îá'¹êòiâ ó âiäïîâiäíîìó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Ðiññà. Äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ âñòà-
íîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â êëàñi íåîáìåæåíèõ, ðîçðèâíèõ
ç iíòåãðîâíîþ îñîáëèâiñòþ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié. Ïðè öüîìó, çíàéäåíî ôîðìó
êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i òà äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi éîãî ãëàäêîñòi é
ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi. Òàêîæ, çà ïåâíèõ óìîâ íà êîåôiöi¹íò ôëóêòóà-
öi¨, âñòàíîâëåíî àíàëîã ïðèíöèïó ìàêñèìóìó, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî îáãðóíòî-
âàíî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi. Ðåçóëüòàòè öèõ äîñëiäæåíü äîçâîëÿþòü
çðîçóìiòè çàãàëüíó ïðèðîäó ñòiéêèõ ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Ëåâi:
êîæåí òàêèé ïðîöåñ Ëåâi ìîæíà òðàêòóâàòè, ÿê ïðîöåñ ëîêàëüíîãî âïëèâó
ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ó ñèñòåìi, â ÿêié âçà¹ìîäiÿ ìiæ ìàñàìè âiäáóâà¹òüñÿ çãiäíî
ç ïåâíèì ñòåïåíåâèì çàêîíîì.

1.1 Âñòóï

Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ ïðîáëåì íåáåñíî¨ ìåõàíiêè ¹ àíàëiç ïðèðîäè ñèëè âçà¹ìîäi¨
ìiæ îá'¹êòàìè â òié ÷è iíøié çiðêîâié ñèñòåìi. Ñèëà F , ùî äi¹ íà êîíêðåòíó
çiðêó ñèñòåìè ìà¹ äâi ñêëàäîâi, ïåðøà K � öå âïëèâ óñi¹¨ ñèñòåìè âöiëîìó i
äðóãà F � ëîêàëüíèé âïëèâ áåçïîñåðåäíüîãî îòî÷åííÿ: F = K + F .

Âïëèâ óñi¹¨ ñèñòåìè ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ãðàâiòàöiéíîãî ïîòåí-
öiàëó R(r; t) [123], îäåðæàíîãî òðàäèöiéíî iíòåãðóâàííÿì çâàæåíî¨ ãóñòèíè
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n(r;m; t), ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ñåðåäíié ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië çiðîê ðiçíî¨ ìà-
ñè m ó ìîìåíò ÷àñó t. Òàêà ñèëà K, âiäíåñåíà äî îäèíèöi ìàñè, ùî äi¹ íà
ðîçãëÿäóâàíó çiðêó Z(0) ç áîêó ñèñòåìè (ÿê öiëîãî), âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì

K(r; t) = −gradR(r; t).

Ñèëà K(r; t) � ôóíêöiÿ ç ïîâiëüíîþ çìiíîþ ó ïðîñòîði é ÷àñi, îñêiëüêè âiä-
ïîâiäíèé ïîòåíöiàëR(r; t) õàðàêòåðèçó¹ ”çãëàäæåíèé” ðîçïîäië ìàòåði¨ â çið-
êîâié ñèñòåìi. Òîäi ÿê iíøà ñèëà F (t), âiäíåñåíà äî îäèíèöi ìàñè, ìà¹ âiäíîñíî
øâèäêi, ðiçüêi çìiíè, ñïðè÷èíåíi ìèòò¹âèìè çìiíàìè ëîêàëüíîãî ðîçïîäiëó çi-
ðîê ç îòî÷åííÿ Z ó ìîìåíò ÷àñó t. Âåëè÷èíà F (t) ïiääà¹òüñÿ ôëóêòóàöiÿì,
òîìó ìîæíà ãîâîðèòè ëèøå ïðî ¨¨ éìîâiðíiñíi çíà÷åííÿ.

Äîñëiäæåííÿì ñòàòèñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé F (t) çàéìàâñÿ âiäîìèé â÷åíèé
Æ.Õîëüöìàðê [103]. Éîãî äîñëiäæåííÿ ãðóíòóþòüñÿ íà êëàñè÷íîìó ãðàâiòà-
öiéíîìó çàêîíi Íüþòîíà ”îáåðíåíèõ êâàäðàòiâ”, çãiäíî ç ÿêèì

F (t) =

N(t)∑
j=1

Fj = G

N(t)∑
j=1

mj

|rj|2
r◦j ,

äå G � ãðàâiòàöiéíà ñòàëà, mj � ìàñà òèïîâî¨ çiðêè ”ïîëÿ”, rj � ðàäióñ-âåêòîð
¨¨ ïîëîæåííÿ âiäíîñíî ðîçãëÿäóâàíî¨ çiðêè Z, ðîçìiùåíî¨ ó ïî÷àòêó êîîðäè-
íàò, r◦j := rj/|rj| � îðò âåêòîðà rj, à N(t) � êiëüêiñòü çiðîê, ùî íà ìîìåíò
t ôîðìóþòü ëîêàëüíå îòî÷åííÿ Z. Ïðèïóñòèâøè ñòàëiñòü ñåðåäíüî¨ ãóñòèíè
n(r;m; t) ≡ n ïðîñòîðîâîãî ðîçïîäiëó çiðîê, à òàêîæ, âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

N =
4

3
πR3n (∀R > 0),

Õîëüöìàðê êëàñè÷íèìè çàñîáàìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ó ïî¹äíàííi ç iíòåãðàëü-
íèì ÷èñëåííÿì çíàéøîâ ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië W (F ) âåëè÷èíè F ó âèãëÿäi

W (F ) =
1

(2π)3

∫
R3

e−i(ξ,F )−a|ξ|
3/2

dξ ≡ F−1[e−a|ξ|
3/2

](F ).

Òóò (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó R3, |x| := (x, x)1/2, x ∈ R3; a := 4
15(2πG)

3/2n <
m3/2 > � êîåôiöi¹íò ôëóêòóàöié, â ÿêîìó < m3/2 > � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âåëè-
÷èíè m3/2, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçãëÿäóâàíîìó çàêîíó ðîçïîäiëó çiðîê ó çiðêîâié
ñèñòåìi, à F � îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.

Äàíèé ðîçïîäië Õîëüöìàðêà âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó ðîçïîäiëiâ Ï.Ëåâi

Lα(x) = F−1[e−b|ξ|
α

](x), x ∈ R3,

14



ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ [26]. Òå, ùî Lα(·) ëèøå ïðè α ∈
(0; 2] ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé áóëî îñòàòî÷íî âñòàíîâëåíî Ï.Ëåâi
â [111].

ßñêðàâèìè ïðåäñòàâíèêàìè öüîãî êëàñó ¹ òàêîæ êëàñè÷íi ðîçïîäiëè Ãàóñà
(α = 2) i Êîøi (α = 1). Ó ñó÷àñíié ëiòåðàòóði íàâåäåíî áàãàòî ïðèêëàäiâ ðå-
àëüíèõ çàñòîñóâàíü ðîçïîäiëiâ Õîëüöìàðêà, Êîøi, Ãàóñà òà Ïàðåòî â àñòðîíî-
ìi¨, ÿäåðíié ôiçèöi, åêîíîìiöi, ñîöiîëîãi¨, â ïðîìèñëîâié òà âiéñüêîâié ãàëóçÿõ
òîùî [101]. Êîæíå ç öèõ çàñòîñóâàíü õàðàêòåðèçó¹ ñòîõàñòè÷íi îñîáëèâîñòi
ðîçïîäiëiâ Ëåâi ïðè òîìó ÷è iíøîìó çíà÷åííi α.

Îäíàê, êðiì iíäèâiäóàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê, ñèìåòðè÷íi ñòiéêi âèïàäêîâi
ïðîöåñè Ëåâi ìàþòü ñïiëüíó ïðèðîäó. Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî, ùî êîæåí
òàêèé ïðîöåñ Ëåâi ïðè α ∈ (0; 2) ìîæíà òðàêòóâàòè, ÿê ïðîöåñ ëîêàëüíîãî
âïëèâó ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ó ñèñòåìi, â ÿêié âçà¹ìîäiÿ ìiæ ìàñàìè âiäáóâà¹-
òüñÿ çãiäíî ç ïåâíèì ñòåïåíåâèì çàêîíîì (·)−β. Çîêðåìà êëàñè÷íîìó ïðîöåñó
Õîëüöìàðêà (α = 3/2) âiäïîâiäà¹ âçà¹ìîäiÿ ç β = 2 (âèïàäîê íüþòîíiâñüêî¨
ãðàâiòàöi¨), à ïðîöåñó Êîøi � âçà¹ìîäiÿ ç ïîêàçíèêîì β = 3. Òóò òàêîæ ðîç-
ãëÿíóòî çàäà÷ó Õîëüöìàðêà â çàãàëüíié ïîñòàíîâöi òà îäåðæàíî ïñåâäîäèôå-
ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (ÏÄÐ) ç îïåðàòîðîì Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ,
ôóíêöi¹þ Ãðiíà çàäà÷i Êîøi äëÿ ÿêîãî ¹ âiäïîâiäíèé íåñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië
Õîëüöìàðêà. Íàÿâíiñòü öüîãî ðiâíÿííÿ âiäêðèâà¹ øèðîêi ìîæëèâîñòi äîñëi-
äæåííÿ ïðîöåñiâ Õîëüöìàðêà â îáëàñòÿõ ç êðàÿìè çàñîáàìè òåîði¨ êðàéîâèõ
çàäà÷ äëÿ ÏÄÐ.

1.2 Çàäà÷à ïðî ëîêàëüíèé âïëèâ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ

Ðîçãëÿíåìî çiðêîâó ñèñòåìó, â ÿêié âçà¹ìîäiÿ ìiæ ìàñàìè ïiäïîðÿäêîâàíà
ïîòåíöiàëó Ì.Ðiñà [123], òîáòî ãðàâiòàöiéíèé âïëèâ ìiæ ¨¨ äâîìà äîâiëüíèìè
çiðêàìè ìàñè M i m îïèñó¹òüñÿ çàêîíîì

F = G
Mm

|r|β
r◦, β > 0, (1.1)

äå G � âiäïîâiäíà ãðàâiòàöiéíà ñòàëà, à r � âåêòîð âiäñòàíi ìiæ öèìè çiðêàìè.
Ðîçâèâàþ÷è iäåþ Õîëüöìàðêà, çíàéäåìî íåñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië Wβ(F (t))
äëÿ ñèëè F (t), ÿêà äi¹ íà îäèíèöþ ìàñè çiðêè Z ó ìîìåíò ÷àñó t âíàñëiäîê
ãðàâiòàöi¨, ñïðè÷èíåíî¨ çiðêàìè ç ¨¨ áëèçüêîãî îòî÷åííÿ.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ðîçïîäië çiðîê â îêîëi Z ïiääà¹òüñÿ ôëóêòóàöiÿì
i, ùî çiðêè ðiçíî¨ ìàñè m çóñòði÷àþòüñÿ ó çiðêîâié ñèñòåìi çãiäíî ç äåÿêèì
öiëêîì âèçíà÷åíèì, åìïiðè÷íî âñòàíîâëåíèì çàêîíîì, ïðè öüîìó, ó êîæåí
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ìîìåíò ÷àñó t ôëóêòóàöi¨ ãóñòèíè çiðîê ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâi ñòàëîñòi ¨õ ñå-
ðåäíüî¨ ãóñòèíè íà îäèíèöþ îá'¹ìó:

n(r;m; t) ≡ n(t).

Íåõàé ðîçãëÿäóâàíà çiðêà Z çíàõîäèòüñÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ñèñòåìè, à
¨¨ ñôåðè÷íèé îêië ðàäióñà R ó ìîìåíò ÷àñó t ìiñòèòü N(t) çiðîê. Òîäi, çãiäíî
ç âèùå çàçíà÷åíèì,

F (t) = G

N(t)∑
j=1

mj

|rj|β+1
rj ≡

N(t)∑
j=1

Fj

i

N(t) =
4

3
πR3n(t). (1.2)

Cïî÷àòêó äëÿ ôiêñîâàíîãî t ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië Wβ,N(t)

(
F (t)

)
ó öåíòði

ñôåðè÷íîãî îêîëó ðàäióñà R, ÿêèé îõîïëþ¹ N(t) çiðîê ñèñòåìè i çíàéäå-
ìî éìîâiðíiñòü Wβ,N(t)

(
F◦(t)

)
dF◦(t) òîãî, ùî âåëè÷èíà F (t) ïîòðàïëÿ¹ â êóá

[F◦(t);F◦(t) + dF◦(t)] ⊂ R3. Çàñòîñóâàâøè âiäîìèé ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷íèõ
ôóíêöié, îäåðæèìî, ùî

Wβ,N(t)

(
F◦(t)

)
=

1

(2π)3

∫
R3

e−i(ξ,F◦(t))AN(t)(ξ)dξ,

äå

AN(t)(ξ) :=

N(t)∏
j=1

+∞∫
0

( ∫
KR(0)

ei(ξ,Fj)τj(rj;mj; t)drj

)
dmj.

Òóò KR(0) � êóëÿ ðàäióñà R ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à τj(rj;mj; t)
� ðîçïîäië éìîâiðíîñòi òîãî, ùî â ìîìåíò ÷àñó t j-òà çiðêà ìà¹ ìàñó mj i
çíàõîäèòüñÿ ó ïîëîæåííi rj. ßêùî òåïåð çâàæèòè íà òå, ùî ìàþòü ìiñöå
ëèøå ôëóêòóàöi¨, ñóìiñíi ç ïðîñòîðîâîþ ñòàëiñòþ ñåðåäíüî¨ ãóñòèíè, òî òîäi

τj(rj;mj; t) =
3τ(m; t)

4πR3
,

äå τ(m; t) � ÷àñòîòà, ç ÿêîþ çóñòði÷àþòüñÿ çiðêè ðiçíî¨ ìàñè â ìîìåíò ÷àñó t.
Çâiäñè ïðèõîäèìî äî çîáðàæåííÿ

AN(t)(ξ) =

(
3

4πR3

+∞∫
0

( ∫
KR(0)

ei(ξ,η)τ(m; t)dr

)
dm

)N(t)

,
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â ÿêîìó
η := Gmr/|r|β+1. (1.3)

Ñïðÿìóâàâøè òåïåð R → +∞ i N(t) → +∞, çãiäíî ç (1.2) äiñòàíåìî:

Wβ(F (t)) =
1

(2π)3

∫
R3

e−i(ξ,F (t))A(ξ; t)dξ, (1.4)

äå

A(ξ; t) := lim
R→∞

[
3

4πR3

+∞∫
0

( ∫
KR(0)

ei(ξ,η)τ(m; t)dr

)
dm

]4πR3n(t)/3

.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî t

3

4πR3

+∞∫
0

( ∫
KR(0)

τ(m; t)dr

)
dm = 1,

òî

A(ξ; t) = lim
R→∞

[
1− 3

4πR3

+∞∫
0

( ∫
KR(0)

(1− ei(ξ,η))τ(m; t)dr

)
dm

]4πR3n(t)/3

. (1.5)

Äàëi, àáñîëþòíà çáiæíiñòü ó (1.5) iíòåãðàëà çi çìiííîþ iíòåãðóâàííÿ r â
óñüîìó ïðîñòîði R3 ïðè β > 3

2 äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè ðiâíiñòü (1.5) ó âèãëÿäi

A(ξ; t) = lim
R→∞

[
1− 3

4πR3

+∞∫
0

(∫
R3

(1− ei(ξ,η))τ(m; t)dr

)
dm

]4πR3n(t)/3

òà îäåðæàòè çîáðàæåííÿ

A(ξ; t) = e−n(t)Bβ(ξ; t), (1.6)

â ÿêîìó

Bβ(ξ; t) :=

+∞∫
0

(∫
R3

(1− ei(ξ,η))τ(m; t)dr

)
dm.

Ïåðåéøîâøè ó âíóòðiøíüîìó iíòåãðàëi âèðàçó ç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi âiä
çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ r äî çìiííî¨ η çãiäíî ç ïðàâèëîì (1.3), à âiäòàê, äî ñôå-
ðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ç âiññþ àïïëiêàò, ñïðÿìîâàíîþ â íàïðÿìêó âåêòîðà
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ξ, çíàéäåìî:

Bβ(ξ; t) =
4π(G|ξ|)3/β < m3/β >

β

+∞∫
0

(ρ− sin ρ)ρ−2−3/βdρ.

Çàçíà÷èìî, ùî iíòåãðàë ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi çáiãà¹òüñÿ ëèøå ïðè β > 3
2 . Çií-

òåãðóâàâøè éîãî ÷àñòèíàìè, ïðèéäåìî äî çîáðàæåííÿ

Bβ(ξ; t) =
4βπI(β)

3(β + 3)
(G|ξ|)3/β < m3/β >, t ≥ 0, ξ ∈ R3, β > 3/2, (1.7)

â ÿêîìó

I(β) :=


β

3−βΓ(2− 3/β) cos (2−3/β)π
2 , 3

2 < β < 3,
π
2 , β = 3,

Γ(1− 3/β) sin (1−3/β)π
2 , β > 3

(òóò Γ(·) � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà).
Îá'¹äíóþ÷è ðiâíîñòi (1.4), (1.6) i (1.7), îñòàòî÷íî çíàéäåìî, ùî

Wβ(F (t)) =
1

(2π)3

∫
R3

e−i(ξ,F (t))e−aβ(t)|ξ|
3/β

dξ,

äå

aβ(t) :=
4βπI(β)

3(β + 3)
G3/βn(t) < m3/β > .

Îòæå, ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.1 Ïðè ðàíiøå çàçíà÷åíèõ ïðèïóùåííÿõ, äëÿ êîæíîãî β > 3/2
ôóíêöiÿ

Wβ(F (t)) = F−1
[
e−aβ(t)|ξ|

3/β
]
(F ; t),

¹ ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé ñèëè F (t) ëîêàëüíîãî âïëèâó ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ó
ñèñòåìi ç âçà¹ìîäi¹þ, ùî âiäáóâà¹òüñÿ çãiäíî çi ñòåïåíåâèì çàêîíîì (1.1).

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ Hγ(F ; t) := Wβ(F (t)), äå γ := 2/β. Ôóíêöiþ Hγ(·; ·)
íàçâåìî ðîçïîäiëîì Õîëüöìàðêà ïîðÿäêó γ ôëóêòóàöié íåñòàöiîíàðíèõ ãðà-
âiòàöiéíèõ ïîëiâ. Êëàñè÷íié ñèòóàöi¨, ðîçãëÿíóòié Õîëüöìàðêîì âiäïîâiäà¹
β = 2; ó öüîìó âèïàäêó ïîðÿäîê ðîçïîäiëó γ = 1. Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåí-
íÿ β > 3/2, öå ¹äèíèé âèïàäîê öiëîãî ïîðÿäêó γ, ðåøòà ìîæëèâèõ çíà÷åíü γ
ìàþòü íå íóëüîâó äðîáîâó ÷àñòèíó: γ ∈ (0; 4/3).
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1.3 Çâ'ÿçîê ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè

Äîñëiäæåííÿ ôëóêòóàöié ëîêàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ, îñîáëèâî â
îáìåæåíîìó ñåðåäîâèùi ç òèìè ÷è iíøèìè óìîâàìè íà ìåæi, õîòiëîñÿ á
ïðîâîäèòè øëÿõîì çâåäåííÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷
äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ÷è ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Öå äîçâîëèëî á
çàäiÿòè ðîçâèíóòèé îá÷èñëþâàëüíèé àïàðàò òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ i ñêî-
ðèñòàòèñÿ âiäîìèìè ¨¨ ðåçóëüòàòàìè. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ïîòðåáà â
îäåðæàííi âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå àäåêâàòíî âiäîáðà-
æà¹ äîñëiäæóâàíèé ïðîöåñ. Ñïðîáó¹ìî çà ïåâíèõ óìîâ âèâåñòè öå ðiâíÿííÿ
”âiäøòîâõóþ÷èñü” âiä ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Hγ. Äëÿ öüîãî ïîïåðåäíüî ç'ÿñó¹ìî
âëàñòèâîñòi öi¹¨ ôóíêöi¨.

Ïðèïóñêàòèìåìî òóò, ùî êîåôiöi¹íò aβ(·) � äîäàòíà, íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó (0;T ]. Áåçïîñåðåäíüî ç [43, 37] âèïëè-
âà¹, ùî äëÿ âñiõ γ ∈ (0; 4/3) ôóíêöiÿ Hγ(x; t) íà ìíîæèíi R3 × (0;T ] äèôå-
ðåíöiéîâíà çà t i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà çà çìiííîþ x, ïðè÷îìó äëÿ ¨¨
ïîõiäíèõ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi îöiíêè:

|∂kxHγ(x; t)| ≤ c1t(t
2
3γ + |x|)−(3+|k|+ 3γ

2 ); (1.8)

|∂t∂kxHγ(x; t)| ≤ c2t
2
γ−1(t

2
3γ + |x|)−(3+|k|+ 3γ

2 ),

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè c1 i c2.
Îöiíêà (1.8) çàáåçïå÷ó¹ íàëåæíiñòü Hγ(·; t) ∈ L1(R3) ïðè êîæíîìó ôiêñî-

âàíîìó t ∈ (0;T ], ùî â ñâîþ ÷åðãó ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
ôóíêöi¨ Hγ(·; t) òà âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

F[Hγ(x; t)](ξ; t) = e−aβ(t)|ξ|
3γ
2 , t ∈ (0;T ], ξ ∈ R3. (1.9)

Êëàñè÷íèìè çàñîáàìè ïåðåêîíó¹ìîñü ó ïðàâèëüíîñòi ðiâíîñòi

∂tHγ(x; t) = −
a′β(t)

(2π)3

∫
R3

|ξ|
3γ
2 e−i(x,ξ)−aβ(t)|ξ|

3γ
2 dξ, t ∈ (0;T ], ξ ∈ R3,

ç ÿêî¨, âðàõóâàâøè (1.9), çíàõîäèìî:

∂tHγ(x; t) = −a′β(t)F−1
[
|ξ|

3γ
2 F[Hγ](ξ; t)

]
(x; t), t ∈ (0;T ], ξ ∈ R3.

Îòæå, ðîçïîäië Õîëüöìàðêà Hγ ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêîãî ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ:

∂tu(x; t) + a′β(t)Aνu(ξ; t) = 0, t ∈ (0;T ], ξ ∈ Rn, (1.10)
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Òóò n = 3, ν := 3/β, a′β(t) :=
daβ(t)
dt , Aν � îïåðàòîð Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåí-

öiþâàííÿ ïîðÿäêó ν [79], òîáòî Aν = (−∆)ν/2, äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàññà.
Ç îãëÿäó íà öåé ôàêò, ðiâíÿííÿ (1.10) ïðèðîäíî íàçâàòè ÏÄÐ ëîêàëüíèõ

ôëóêòóàöié ãðàâiòàöiéíèõ ïîëiâ Ðiññà, ñïðè÷èíåíèõ ðóõîìèìè îá'¹êòàìè.
Ó ïðîñòiøîìó âèïàäêó a′β(t) ≡ const ðiâíÿííÿ (1.10) âiäîìå, ÿê "ðiâíÿííÿ

ôðàêòàëüíî¨ äèôóçi¨"àáî æ, "ðiâíÿííÿ içîòðîïíî¨ ñóïåðäèôóçi¨"[81, c.251]. Öå
ðiâíÿííÿ ¹ äæåðåëîì áàãàòüîõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ [106]. Çàãàëîì âiäîìî, ùî
äðîáîâèé ëàïëàñiàí Aν ¹ íåñêií÷åííî ìàëèì ãåíåðàòîðîì ïðîöåñiâ Ëåâi (äèâ.,
íàïðèêëàä, [99, 98]).

Ó ñó÷àñíié ëiòåðàòóði íàâåäåíî áàãàòî ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàíü ðîçïîäiëiâ
Ëåâi â àñòðîíîìi¨, ÿäåðíié ôiçèöi, åêîíîìiöi, ñîöiîëîãi¨ â ïðîìèñëîâié òà âié-
ñüêîâié ãàëóçÿõ òîùî [1, 125, 30]. Âàæëèâèé ïðèêëàä äëÿ ìîòèâàöi¨ äîñëi-
äæåííÿ ðiâíÿííÿ ôðàêòàëüíî¨ äèôóçi¨ íàâåäåíî â ìîíîãðàôi¨ [100, ñ.7]. Òóò
çàïðîïîíîâàíî éìîâiðíiñíó ìîäåëü âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ ÷àñòèíêè X ñòðèá-
êàìè â äîâæèíó � ”ïîëiò Ëåâi” i ïîêàçàíî, ùî éìîâiðíiñòü u(x; t) ïåðåáóâàííÿ
÷àñòèíêè X íà ìîìåíò ÷àñó t â ïðîñòîðîâié òî÷öi x, ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
(1.10) ïðè a′β(t) ≡ 1. Ïðîöåñè òàêîãî òèïó â ïðèðîäi ñïîñòåðiãàþòüñÿ äîñèòü
÷àñòî, ç öüîãî ïðèâîäó äèâ. áiîëîãi÷íi ñïîñòåðåæåííÿ â [97, 128].

Äîìîâèìîñü íàäàëi ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (àáî ôóíêöiþ Ãðiíà) çà-
äà÷i Êîøi äëÿ (1.10) ïîçíà÷àòè Gν(x; t):

Gν(x; t) := F−1

[
e
−|ξ|ν

t∫
0

daβ(τ)
]
(x; t), t ∈ (0;T ], x ∈ Rn. (1.11)

Ç'ÿñó¹ìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ ðîçïîäiëóHγ(·; t) ó òî÷öi
t = 0.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê aβ(0) ̸= 0. Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (1.9) òà âiäî-
ìîþ ôîðìóëîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çãîðòêè åëåìåíòiâ êëàñó Ëåáåãà L1(R3)
îäåðæó¹ìî, ùî

Hγ(x; t) =
(
Gν ∗ Ĥγ

)
(x; t), t ∈ (0;T ], ξ ∈ R3,

äå Ĥγ(·) := Hγ(·; 0) � âiäïîâiäíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië Õîëüöìàðêà.
Äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ íà R3 ôóíêöi¨ φ(·) âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè-

÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (
Gν ∗ φ

)
(·; t) →

t→+0
φ(·). (1.12)

Çâiäñè, âðàõóâàâøè íåñêií÷åííó äèôåðåíöiéîâíiñòü òà îìåæåíiñòü íà R3

ôóíêöi¨ Ĥγ(·), ïðèõîäèìî äî âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Hγ(·; t) →
t→+0

Ĥγ(·). (1.13)
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Òàêèì ÷èíîì, ðîçïîäië Hγ(x; t) � êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.10),
(1.13).

Íåõàé òåïåð aβ(0) = 0, òîäi áåçïîñåðåäíüî ç (1.9) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Hγ(·; t) = Gν(·; t), t ∈ (0;T ]. (1.14)

Çàçíà÷èìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (1.12) õàðàêòåðèçó¹ âëàñòèâiñòü ”δ-
ïîäiáíîñòi” ôóíêöi¨ Gν(·; t) ó ïðîñòîði S ′ ðîçïîäiëiâ Øâàðöà [12]:

Gν(·; t) →
t→+0

δ(·) (1.15)

(òóò δ(·) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà). Òîìó ïðè aβ(0) = 0 ðîçïîäië Õîëüöìàðêà
Hγ(·; t) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.10), (1.15), ÿêèé ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.10), à ïî÷àòêîâó óìîâó (1.15) � ó ñåíñi ñëàáêî¨ çái-
æíîñòi â ïðîñòîði S ′. Òàêèé ðîçâ'ÿçîê Gν íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ Ãðiíà çàäà÷i
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.10).

Ïiäñóìó¹ìî âèùåçàçíà÷åíå ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.2 Íåõàé β > 3/2 i aβ(·) � äîäàòíà, íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà
ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó (0;T ], òîäi ïðè aβ(0) ̸= 0 âiäïîâiäíèé ðîçïîäië Õîëü-
öìàðêà H2/β(·; t) íà ìíîæèíi R3×(0;T ] ¹ êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi
(1.10), (1.13). Ó âèïàäêó aβ(0) = 0, H2/β(·; t) � ôóíêöiÿ Ãðiíà öi¹¨ çàäà÷i.

Çàóâàæåííÿ 1.1 Ðiâíiñòü (1.14) ðîçêðèâà¹ çìiñò ôóíêöi¨ Ãðiíà çàäà÷i Êî-
øi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.10): Gν � ïåðâèííèé ðîçïîäië Õîëüöìàðêà ëîêàëüíîãî
âïëèâó íà ðîçãëÿäóâàíèé îá'¹êò ç áîêó éîãî ðóõîìîãî îòî÷åííÿ, ÿêèé õàðà-
êòåðèçó¹ öåé ïðîöåñ iç ñàìîãî ïî÷àòêó éîãî çàðîäæåííÿ, òîáòî ç òi¹¨ ìè-
òi, êîëè â îòî÷åííi îá'¹êòà âïåðøå ç'ÿâèëèñÿ åëåìåíòè ëîêàëüíîãî âïëèâó.

Äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà çàäà÷i Êîøi äëÿ ÏÄÐ âèãëÿäó (1.10) áóëè çà-
ïî÷àòêîâàíi Ñ.Ä. Åéäåëüìàíîì i ß.Ì. Äðiíåì íà ïî÷àòêó 80-õ ðîêiâ ìèíóëîãî
ñòîëiòòÿ [102]. Íèìè çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè é äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨
Gν, ÿêèé ãðóíòó¹òüñÿ íà ïåðåòâîðåííi Ôóð'¹, òà îäåðæàíî òàêi îöiíêè:

|∂kxGν(x; t)| ≤ c1t(t
1/ν + |x|)−(n+|k|+[ν]), k ∈ Zn+, t ∈ (0;T ], x ∈ Rn (1.16)

(òóò [·] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà). Ïðîòå öåé ìåòîä íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà ïîðÿ-
äîê ν ÏÄÐ: ν > 1.

Òî÷íó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ Ãðiíà Gν(·; t) â îêîëi íåñêií÷åííî
âiääàëåíèõ òî÷îê áóëî âñòàíîâëåíî Ì.Â. Ôåäîðþêîì ó [83]:

Gν(·; t) ∼ | · |−n−ν, t > 0. (1.17)
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ÇãîäîìW.R. Schneider [126], åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëi-
íà, âèðàæà¹ ôóíêöiþGν(·; t) ÷åðåç ñïåöiàëüíiH-ôóíêöi¨ Ôîêñà i, ÿê íàñëiäîê,
îäåðæó¹ àñèìïòîòèêó (1.17).

Íîâèé ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Gν(·; t), ÿêèé áàçó¹òüñÿ
íà âèêîðèñòàííi åëåìåíòiâ òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié i ãàðìîíi÷íîãî àíàëi-
çó, çàñòîñóâàâ À.Í. Êî÷óáåé ó [102]. Âií óïåðøå îäåðæàâ îöiíêè (1.16), â ÿêèõ
[ν] çàìiíåíî íà ν, ó âèïàäêó, êîëè ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ áiëüøà çà
îäèíèöþ òà ν ≥ 1.

Ó ïðàöÿõ [43, 37], ðîçâèâàþ÷è iäåþ ç [102], ïîøèðåíî îöiíêè Êî÷óáåÿ íà
âèïàäîê ν > 0.

1.4 Îïåðàòîð Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà éîãî

ðîçøèðåííÿ

Íåõàé N � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, Cl(Q) � êëàñ óñiõ íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíèõ äî ïîðÿäêó l ôóíêöié íà ìíîæèíi Q, S � ïðîñòið Ë. Øâàðöà
øâèäêî ñïàäíèõ ôóíêöié ç êëàñó C∞(Rn) [12], à ΠQ := {(x; t) : x ∈ Rn, t ∈
Q}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hl,α
loc(Rn) ñóêóïíiñòü óñiõ ôóíêöié f ∈ Cl(Rn), îáìåæåíèõ

íà ìíîæèíi Rn ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè òàêèõ, ùî ñòàðøà ïîõiäíà ∂lf(·) ¹
ëîêàëüíî Ãåëüäåðîâîþ íà Rn ôóíêöi¹þ ïîðÿäêó α ∈ (0; 1], òîáòî òàêîþ, ùî
äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ⊂ Rn iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà c, ùî äëÿ âñiõ
{x, y} ⊂ K âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∂lf(x)− ∂lf(y)| ≤ c|x− y|α.

ßê óæå çàçíà÷àëîñü, îïåðàòîðîì Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ íà-
çèâàþòü äðîáîâèé ñòåïiíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà, âçÿòîãî çi çíàêîì "ìiíóñ":
Aν = (−△)ν/2. Íà åëåìåíòàõ ïðîñòîðó S öåé îïåðàòîð âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíi-
ñòþ

(−△)ν/2f = F−1[|ξ|νF[f ]]. (1.18)

Îäíàê êëàñè÷íà ôîðìà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ (1.18) ìàëî ïðèäàòíà
äëÿ ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà Aν íà øèðøi êëàñè ôóíêöié. ßêùî âðàõóâàòè
âiäîìó ôîðìóëó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çãîðòêè

F[f ∗ φ] = F[f ] · F[φ]

i ïîêëàñòè
∥̃ · ∥

ν
= F−1[|ξ|ν](·),
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òî ðiâíiñòü (1.18) ìîæíà ôîðìàëiçóâàòè äî áiëüø çðó÷íî¨ äëÿ ðîçøèðåííÿ
ôîðìè

(−△)ν/2f = ∥̃ · ∥
ν
∗ f. (1.19)

Ðåàëiçàöiÿ öi¹¨ ñõåìè ñòàëà ìîæëèâîþ çàâäÿêè ïîÿâi òåîði¨ ðîçïîäiëiâ Øâàð-
öà. Ñàìå òëóìà÷à÷è îïåðàòîð F−1 ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ìîæíà ÿâíî
çíàéòè ∥̃ · ∥

ν
[12]:

∥̃ · ∥
ν
=

(2π)n

γn(ν)


| · |−ν−n, ν + n+ 2k ̸= 0, ν ̸= 2k,
| · |−ν−n ln | · |−1, ν + n+ 2k = 0,

(−△)ν/2δ(·), ν = 2k,

äå δ(·) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà, à γn(ν) � ñïåöiàëüíèé íîðìóþ÷èé ìíîæíèê.
Ïðè Reν < 0 ôóíêöiÿ ∥̃ · ∥

ν
ëîêàëüíî ñóìîâíà. Çãîðòêó ç öi¹þ ôóíêöi¹þ

íàçèâàþòü ïîòåíöiàëîì Ðiññà [79]

Iνf(x) =

∫
Rn

˜∥x− y∥
ν

f(y)dy, (1.20)

à ñàìó ôóíêöiþ ∥̃ · ∥
ν
� ðiññîâèì ÿäðîì. Âïåðøå ïîòåíöiàë ç ÿäðîì | · |−ν−n,

Reν < 0, ç'ÿâèâñÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi Î.Ôðîñòìàíà, âèêîíàíî¨ ïiä êåðiâ-
íèöòâîì M.Ðiññà.

Ó âèïàäêó Reν > 0 iíòåãðàë (2.2) ìà¹ ïîðÿäîê îñîáëèâîñòi â òî÷öi x áiëü-
øèé çà ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó Rn. Òàêèé iíòåãðàë çàâæäè ðîçáiãà¹òüñÿ, òîìó
ðåàëiçàöiÿ çãîðòêè (1.19) ó âèãëÿäi (2.2) ïîòðåáó¹ êîðåêòíîãî îçíà÷åííÿ. Çìiñò
iíòåãðàëó (2.2) ìîæíà íàäàòè øëÿõîì éîãî ðåãóëÿðèçàöi¨, íàïðèêëàä, âiäíi-
ìàííÿì âiäðiçêà ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f àáî âçÿòòÿì ñêií÷åííî¨ ðiçíèöi f :

(−△)ν/2f(x) =
1

dn,l(ν)

∫
Rn

(△l
yf)(x)

|y|n+ν
dy, l > ν. (1.21)

Òóò

(△l
yf)(x) =

l∑
k=0

(−1)kl!

k!(l − k)!
f(x− ky)

� ñêií÷åííà ðiçíèöÿ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x ïîðÿäêó l ç êðîêîì y, a dn,l(ν) � ñïåöi-
àëüíèé íîðìóþ÷èé ìíîæíèê, ÿêèé âèáèðà¹òüñÿ òàê, ùîá (−△)ν/2 íå çàëåæàâ
âiä l. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð (−△)ν/2, Reν > 0, ó êëàñè÷íié ëiòåðàòóði
ïðèéíÿòî íàçèâàòè îïåðàòîðîì Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ïîðÿäêó
ν, ÿêèé ìè òóò ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì Aν.
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Ó ðàìêàõ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà Lp(Rn) ãiïåðñèíãóëÿðíèé iíòåãðàë (1.21) ïî-
ðîäæó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð äî ïîòåíöiàëó Ðiññà Iν. Ðåàëiçàöiÿ äðîáîâîãî
äèôåðåíöiþâàííÿ Ðiññà (−△)ν/2 ó âèãëÿäi ãiïåðñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëà ïðè
0 < ν < 2 âïåðøå ç'ÿâèëàñü ó ïðàöÿõ I.Ñòåéíà. Çàãàëüíèé âèïàäîê 0 < ν
ðîçãëÿäàâñÿ Ï.Ëiçîðêiíèì i Ñ.Ñàìêîì (äèâ. îãëÿä â [79]).

Íàâåäåìî òóò çîáðàæåííÿ îïåðàòîðà Aν ó ôîðìi, áiëüø çðó÷íié äëÿ íàøèõ
äîñëiäæåíü. Äëÿ ν ∈ (0; 2) íà åëåìåíòàõ f ïðîñòîðó S îçíà÷åìî îïåðàòîð Âν

ðiâíîñòÿìè

(Âνf)(x) = c(ν)

∫
Rn

f(x)− f(x+ y) + [ν]
(
y, gradf(x)

)
|y|n+ν

dy, ν ̸= 1, (1.22)

i

(Â1f)(x) = c(1) lim
ε→0

∫
|y|>ε

f(x)− f(x+ y)

|y|n+1
dy, (1.23)

ç äåÿêèì âàãîâèì ñïiâìíîæíèêîì c(ν). Ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì [79], òîáòî äi¹þ
îïåðàòîðà ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F íà ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (1.22) i (1.23),
ïåðåêîíó¹ìîñü ó ïðàâèëüíîñòi ðiâíîñòi

Âνf = Aνf (∀f ∈ S)

ïðè

c(ν) =


2νΓ(1+ν/2)Γ((n+ν)/2)
πn/2Γ(ν/2)Γ(1−ν/2) , 0 < ν < 1,

Γ((n+1)/2)
π(n+1)/2 , ν = 1,

νΓ((3−ν)/2)Γ((n+ν)/2)
π(n+1)/2Γ(2−ν) , 1 < ν < 2.

(1.24)

Çàçíà÷èìî, ùî iíòåãðàë ç ðiâíîñòi (1.22) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, íàïðèêëàä,
äëÿ ôóíêöié ç êëàñó H[ν],α

loc (Rn), α > {ν}, (òóò {·} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷è-
ñëà). Òîìó ôîðìóëà (1.22) äîçâîëÿ¹ çàñòîñîâóâàòè îïåðàòîð Aν äî ôóíêöié
iç øèðøèõ êëàñiâ íiæ ïðîñòið S. Ïðè ν = 1 ðiâíiñòü (1.23) òàêîæ çäiéñíþ¹
ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà Aν, ïðîòå òóò çáiæíiñòü ìîæå áóòè ëèøå óìîâíà.

Îçíà÷åííÿ 1.1 Ñóêóïíiñòü óñiõ âèçíà÷åíèõ íà Rn ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ ìà¹
çìiñò ïðàâà ÷àñòèíà çîáðàæåííÿ (1.22) àáî (1.23) iç c(ν), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíiñòþ (1.24), ïîçíà÷èìî ÷åðåç D(Aν) i íàçâåìî îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ âiä-
ïîâiäíîãî îïåðàòîðà Aν.

Î÷åâèäíî, ùî ñòàëà ôóíêöiÿ f(x) ≡ C íàëåæèòü äî ìíîæèíè D(Aν) ïðè
êîæíîìó ν ∈ (0; 2), ïðè öüîìó, Aνf = 0.
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Âiäîìîñòi ïðî ðîçøèðåííÿ îïåðàòîða Ðiññà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
íà øèðøi êëàñè ôóíêöié, à òàêîæ îöiíêè (1.13), (1.14) íàì çíàäîáëÿòüñÿ ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i Êîøi äëÿ ÏÄÐ (1.10) ç íåîáìåæåíèìè ïî÷àòêîâèìè äà-
íèìè òà äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i.

1.5 Êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè ç íåîáìåæåíèìè ãðàíè÷íèìè

çíà÷åííÿìè

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî êîåôiöi¹íò aβ(·) ëîêàëüíî¨ ôëóêòóàöi¨ ãðàâiòàöié-
íîãî ïîëÿ ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ íà âiäðiçêó [0;T ] òàêîþ,
ùî

âβ(t) := aβ(t)− aβ(0) > 0 (∀t ∈ (0;T ]). (1.25)

Íåõàé ôóíêöiÿ f(·) íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi Rn \ {x0} i òàêà, ùî

|f(x)| ≤ c

|x− x0|γ
, 0 ≤ γ < n. (1.26)

Äëÿ ÏÄÐ (1.10) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

u(·; t)|t=0
= f(·). (1.27)

Îçíà÷åííÿ 1.2 Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1.10), (1.27) íà ìíîæèíi Π(0;T ] íà-
çâåìî ôóíêöiþ u(x; t), ÿêà íà öié ìíîæèíi äèôåðåíöiéîâíà çà çìiííîþ t i
u(·; t) ∈ D(Aν), t ∈ (0;T ]. Ïðè öüîìó, ôóíêöiÿ u íà Π(0;T ] çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿ-
ííÿ (1.10) ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, à ïî÷àòêîâó óìîâó (1.27) ó ñåíñi ïîòî-
÷êîâî¨ ãðàíèöi

u(x; t) →
t→+0

f(x), x ∈ Rn \ {x0}. (1.28)

Ïðàâèëüíå òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1.1 Íåõàé aβ(·) ∈ C1([0;T ]) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.25). Òîäi ôóíêöiÿ

u(x; t) = (f ∗Gν)(x; t), (x; t) ∈ Π(0;T ], (1.29)

¹:
1) íà Rn íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ çà çìiííîþ x ïðè ôiêñîâàíîìó t ∈

(0;T ] i îáìåæåíîþ ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè;
2) íà (0;T ] äèôåðåíöiéîâíîþ çà t ïðè ôiêñîâàíîìó x ∈ Rn.

Ïðè öüîìó, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∂kxu(x; t) = (f ∗ ∂kxGν)(x; t), ∂tu(x; t) = (f ∗ ∂tGν)(x; t), (1.30)
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äëÿ (x; t) ∈ Π(0;T ], i ïðè γ ̸= 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
|x|→+∞

u(x; t) = 0 (∀t ∈ (0;T ]). (1.31)

Çàóâàæåííÿ 1.2 Íàâåäåíèé òóò ñïîñiá îáãðóíòóâàííÿ âèêîíàííÿ ãðàíè-
÷íîãî ñïiââiäíîøåííÿ (1.31) ïðè äîâåäåííÿ Ëåìè 1.1 äîçâîëÿ¹ ïðè γ = 0
âñòàíîâèòè âèêîíàííÿ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ òàêîæ äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ôóí-
êöi¨ f , ùî ñòåïåíåâî ñïàäà¹ íà íåñêií÷åííîñòi:

|f(x)| ≤ c

(1 + |x|)µ
, µ > 0, x ∈ Rn.

Òóò óìîâà f(x) → 0 ïðè |x| → ∞ � âàæëèâà, ó öüîìó ïåðåêîíó¹ âèïàäîê
f(x) ≡ 1:

u(x; t) = (f ∗Gν)(x; t) ≡ 1, (x; t) ∈ Π(0;T ].

Òåîðåìà 1.3 ßêùî äëÿ êîåôiöi¹íòà aβ(·) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.25) i aβ(·) ∈
C1([0;T ]), òî ôîðìóëîþ (1.29) âèçíà÷à¹òüñÿ êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êî-
øi (1.10), (1.27).

Ó íàñòóïíîìó ïóíêòi ç'ÿñîâàíî äîñòàòíi óìîâè ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi (1.10), (1.27).

1.6 Ïðèíöèï åêñòðåìóìó òà éîãî íàñëiäêè

Ðàíiøå ìè ïðèïóñêàëè, ùî íà ìíîæèíi [0;T ] êîåôiöi¹íò ëîêàëüíî¨ ôëóêòóàöi¨
aβ(·) ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ òàêîþ, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(1.25):

aβ(t) > aβ(0) (∀t ∈ (0;T ]).

Âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè çîáîâ'ÿçó¹ çðîñòàòè ôóíêöiþ aβ(·), ÿêùî íå íà âñüîìó
ïðîìiæêó (0;T ], òî õî÷à á íà äåÿêié éîãî ÷àñòèíi (0; t0), t0 < T . Ïðè öüîìó,
íà [t0;T ] ôóíêöiÿ aβ(·) ìîæå áóòè íåçðîñòàþ÷îþ. Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî:

a′β(t0) = 0; a′β(t) > 0, t ∈ (0; t0); a′β(t) ≤ 0, t ∈ [t0;T ].

Òàêó òî÷êó t0 áóäåìî íàçèâàòè òî÷êîþ ïåðåâàëó iíòåíñèâíîñòi êîå-
ôiöi¹íòà ëîêàëüíî¨ ôëóêòóàöi¨ aβ(·) íà ïðîìiæêó (0;T ]. Òàêîæ, ìíîæèíó
[t1; t2] ⊂ [0;T ], íà ÿêié aβ(·) íåñïàäà¹, òîáòî

a′β(t) ≥ 0, t ∈ [t1; t2],
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íàçâåìî ïðîìiæêîì ñòàáiëüíî¨ iíòåíñèâíîñòi êîåôiöi¹íòà aβ(·). Ãîâîðè-
òèìåìî, ùî ìíîæèíà [t1; t2] � ïðîìiæîê çãàñàííÿ iíòåíñèâíîñòi êîåôiöi-
¹íòà aβ(·), ÿêùî

a′β(t) ≤ 0, t ∈ [t1; t2].

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî t0 � ïåðøà òî÷êà ïåðåâàëó iíòåíñèâíîñòi aβ(·), òî âiä-
ðiçîê [0; t0] ¹ ïðîìiæêîì ñòàáiëüíî¨ iíòåíñèâíîñòi öüîãî êîåôiöi¹íòà.

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.4 Íåõàé [t1; t2] ⊂ [0;T ], a u � ðîçâ'ÿçîê ÏÄÐ (1.10) òàêèé, ùî
u(·; t) ∈ H[ν],α

loc (Rn), α > {ν}, ïðè t ∈ [t1; t2]. Òîäi ÿêùî [t1; t2] � ïðîìiæîê
ñòàáiëüíî¨ iíòåíñèâíîñòi êîåôiöi¹íòà aβ(·) i äëÿ u âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íå
ñïiââiäíîøåííÿ (1.31) íà (t1; t2], òî öåé ðîçâ'ÿçîê íà ìíîæèíi Π[t1;t2] çáå-
ðiãà¹ çíàê, ÿêèé âií ìà¹ â òî÷öi t1. ßêùî æ [t1; t2] � ïðîìiæîê çãàñàííÿ
iíòåíñèâíîñòi êîåôiöi¹íòà aβ(·) i äëÿ u íà [t1; t2) âèêîíó¹òüñÿ (1.31), òî
ðîçâ'ÿçîê u íà Π[t1;t2] çáåðiãà¹ çíàê, ÿêèé âií ìà¹ â òî÷öi t2. Ïðè öüîìó,
ÿêùî u(x; t1) = 0, x ∈ Rn, ó âèïàäêó, êîëè [t1; t2] � ïðîìiæîê ñòàáiëüíî¨
iíòåíñèâíîñòi, àáî u(x; t2) = 0, x ∈ Rn, ÿêùî [t1; t2] � ïðîìiæîê çãàñàííÿ
iíòåíñèâíîñòi, òî u(x; t) ≡ 0 íà Π[t1;t2].

Çâàæàþ÷è íà ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà L ÏÄÐ (1.10), äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâ-
íÿííÿ, ÿêi ìàþòü ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó (1.31) i ñòîñîâíî ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ¹
åëåìåíòàìè êëàñó H[ν],α

loc (Rn), α > {ν}, áåçïîñåðåäíüî ç Òåîðåìè 4.1 âèïëèâà-
þòü òàêi òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1.1 Íà ïðîìiæêó [t1; t2] ñòàáiëüíî¨ iíòåíñèâíîñòi êîåôiöi¹íòà
aβ(·):

1) ó òî÷öi t1 íåìîæëèâå ðîçãàëóæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíîãî ÏÄÐ
(1.10), òîáòî íà ìíîæèíi Π[t1;t2] íå iñíó¹ äâîõ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ u1 i u2 öüîãî
ðiâíÿííÿ òàêèõ, ùî

u1(x; t1) = u2(x; t1), x ∈ Rn;

2) ÿêùî ðîçâ'ÿçêè u1 i u2 ðiâíÿííÿ (1.10) íà ãiïåðïëîùèíi t = t1 ìàþòü
ðiçíi çíà÷åííÿ, òîáòî

u1(x; t1) < u2(x; t1), x ∈ Rn,

òî
u1(x; t) < u2(x; t), (x; t) ∈ Π[t1;t2];

3) çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.10) ó êëàñi H[ν],α
loc (Rn), α > {ν}, ìîæå

ìàòè íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè |x| → ∞.
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Çâiäñè, âðàõóâàâøè Ëåìó 1.1 i Òåîðåìó 3.1, äiñòà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.5 Íåõàé T0 = T , ÿêùî êîåôiöi¹íò aβ(·) íà iíòåðâàëi (0;T ) íåìà¹
òî÷êè ïåðåâàëó iíòåíñèâíîñòi, iíàêøå T0 = t0, äå t0 � ïåðøà òî÷êà ïåðåâàëó
iíòåíñèâíîñòi aβ(·). Òîäi íà ìíîæèíi Π(0;T0] çàäà÷à Êîøi (1.10), (1.27) ó

êëàñi H[ν],α
loc (Rn), α > {ν}, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Âií âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(1.29) i íà Rn \ {x0} çáåðiãà¹ çíàê ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ f .

Ïðèêëàä

Íåõàé

kα(·) =
1

γn(α)
| · |α−n

� ÿäðî Ðiññà ïîðÿäêó α ç âàãîâèì êîåôiöi¹íòîì

γn(α) = 2απn/2Γ
(α
2

)
/Γ
(n− α

2

)
,

òîáòî
kα(·) ≡ ∥̃ · ∥

−α
.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ f(·) � ÿäðî kα(·):

f(·) = kα(·), 0 < α < n. (1.32)

Íà äîñòàòíüî ”õîðîøèõ” ôóíêöiÿõ φ(·) îïåðàòîð (−∆)−α/2 äðîáîâîãî ií-
òåãðóâàííÿ Ðiññà ïîðÿäêó α, ¹ ïîòåíöiàëîì Ðiññà [79, c.357]

(Iαxφ)(x) =
1

γn(α)

∫
Rn

φ(y)dy

|x− y|n−α
≡ (−∆)−α/2φ(x),

äëÿ ÿêîãî, î÷åâèäíî, ïðàâèëüíå çîáðàæåííÿ

(Iαxφ)(x) =

∫
Rn

kα(x− y)φ(y)dy ≡ (kα ∗ φ)(x).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òóò öèì ôàêòîì.
Ïðè çàçíà÷åíîìó α äëÿ ôóíêöi¨ f(·) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.5) iç x0 = 0,

òîìó, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì Òåîðåìè 1.5, ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i
Êîøi (1.10), (1.27) íà ìíîæèíi Π(0;T0] ¹ ôóíêöiÿ

u(x; t) = (kα ∗Gν)(x; t) ≡ (−∆)−α/2Gν(x; t), (1.33)
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ÿêà ðàçîì ç óñiìà ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ¹ îáìåæåíîþ, à òàêîæ, äîäàòíîþ i ïðÿ-
ìóþ÷îþ äî 0 ïðè |x| → +∞.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ïðè aβ(0) = 0 ôóíäaìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Gν çàäà÷i
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1.10) ¹ ùiëüíiñòþ Wβ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé äëÿ ñèëè
F ëîêàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ñèñòåìè, ç ðiâíîñòi (1.33) âèïëèâà¹
òàêèé ïðèðîäíè÷èé çìiñò çàäà÷i Êîøi (1.10), (1.27): ó âèïàäêó, êîëè äëÿ
êîåôiöi¹íòà ëîêàëüíî¨ ôëóêòóàöi¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà aβ(0) = 0, çàäà÷à Êî-
øi (1.10), (1.27) ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ (1.32) ¹ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ
ïåðåòâîðåííÿ îïåðàòîðîì (−∆)−α/2 âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ëîêàëüíî¨ âça¹ìî-
äi¨ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ó âiäïîâiäíîìó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Ðiññà.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðîì Ðiññà äðîáîâîãî äèôå-
ðåíöiþâàííÿ, ùî ïðèðîäíüî óçàãàëüíþ¹ âiäîìå ðiâíÿííÿ ôðàêòàëüíî¨ äèôó-
çi¨:

- ç'ÿñîâàíî, ùî éîãî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ¹ ùiëüíiñòþ
ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé äëÿ ñèëè ëîêàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ó âiä-
ïîâiäíîìó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Ðiññà;

- âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â êëàñi íåîáìåæåíèõ, ðîç-
ðèâíèõ ç iíòåãðîâíîþ îñîáëèâiñòþ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié;

- çíàéäåíî iíòåãðàëüíó ôîðìó êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i òà äîñëi-
äæåíî âëàñòèâîñòi éîãî ãëàäêîñòi é ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi;

- íà iíòåðâàëàõ ñòàáiëüíî¨ iíòåíñèâíîñòi êîåôiöi¹íòà ôëóêòóàöi¨ ðiâíÿííÿ,
âñòàíîâëåíî àíàëîã ïðèíöèïó ìàêñèìóìó.

Âïåðøå âñòàíîâëåíî çàãàëüíó ïðèðîäó ñiéêèõ ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ Ëåâi.

Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàä çàäà÷i Êîøi ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ � ÿäðîì Ðiññà,
òà âñòàíîâëåíî ¨¨ ïðèðîäíè÷èé çìiñò.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îäåðæàíi Â.À. Ëiòîâ÷åíêîì îäíîîñiáíî, âîíè îïó-
áëiêîâàíi â [41, 40, 108, 109, 42, 110].
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Ðîçäië 2

CÈÑÒÅÌÈ ØÈËÎÂÀ
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç
×ÀÑÒÈÍÍÈÌÈ ÏÎÕIÄÍÈÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ç'ÿñîâó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî áàãàòñòâî êëàñó Øèëîâà ïàðàáî-
ëi÷íèõ ñèñòåì çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè øëÿõîì îçíà÷åííÿ íîâèõ êëàñiâ
ñèñòåì, ïàðàáîëi÷íî ñòiéêèõ äî çìiíè ñâî¨õ êîåôiöi¹íòiâ. Äîñëiäæóþòüñÿ âëà-
ñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîç'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

Òàêîæ, âèâ÷àþòüñÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ñèñòåì ó ïðîñòîðàõ îñíîâ-
íèõ i óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié I.Ì. Ãåëüôàíäà òà Ã.�.Øèëîâà. Äîñëiäæóþòüñÿ
îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ òàêèõ ñèñòåì òà ïðîâîäèòüñÿ ðîçøè-
ðåííÿ âiäîìèõ êëàñiâ êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi.

2.1 Ïðîñòîðè îñíîâíèõ i óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Íåõàé C∞(Rn) � êëàñ óñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà Rn ôóíêöié, a
S = S(Rn) � âiäîìié ïðîñòið Ë.Øâàðöà øâèäêî ñïàäíèõ ôóíêöié [127]. Ó
ïåðøié ïîëîâèíi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ I.Ì. Ãåëüôàíä i Ã.�. Øèëîâ îçíà÷èëè ðÿä
ïðîñòîðiâ, íàçâàíèõ íèìè ïðîñòîðàìè òèïó S [12]. Îçíà÷èìî öi ïðîñòîðè.

Äëÿ äîâiëüíèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ α = (α1; . . . ;αn) i β = (β1; . . . ; βn) ç
íåâiä'¹ìíèìè êîìïîíåíòàìè ðîçãëÿíåìî:

Sα = {φ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∣ ∃A > 0 ∀m ∈ Zn+ ∃cm > 0 ∀k ∈ Zn+ ∀x ∈ Rn :

|xk∂mφ(x)| ≤ cmA
|k|+kkα};

Sβ = {φ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∣ ∃B > 0 ∀k ∈ Zn+ ∃ck > 0 ∀m ∈ Zn+ ∀x ∈ Rn :
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|xk∂mφ(x)| ≤ ckB
|m|+mmβ};

Sβα = {φ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣∣ ∃{A,B, c} ⊂ (0;+∞) ∀{k,m} ⊂ Zn+ ∀x ∈ Rn :

|xk∂mφ(x)| ≤ cA|k|+B|m|+kkαmmβ},

äå |q|+ := |q1|+ · · ·+ |qn|, kkγ :=
n∏
j=1

k
kjγj
j , {q, γ} ⊂ Rn, k ∈ Zn+.

×åðåç Sα,A, A > 0, ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ òèõ åëåìåíòiâ φ ∈ Sα, äëÿ
ÿêèõ ïðè êîæíîìó δ > 0

|xk∂mφ(x)| ≤ cmδ(A+ δ)|k|+kkα, cmδ > 0, {k,m} ⊂ Zn+, x ∈ Rn.

ßêùî òåïåð ó öié ìíîæèíi âèçíà÷èòè íîðìè çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé

∥φ∥mδ = sup
x,k

{
|xk∂mφ(x)|

(A+ δ)|k|+kkα

}
, m ∈ Zn+, δ ∈ {1/j, j ∈ N},

òî Sα,A ïåðåòâîðèòüñÿ â ïîâíèé çëi÷åííî-íîðìîâàíèé ïðîñòið.
Íåõàé äàëi Sβ,B, B > 0, � ñóêóïíiñòü ôóíêöié φ ∈ Sβ, òàêèõ, ùî

∀ρ > 0 ∀k ∈ Zn+ ∃ckρ > 0 ∀m ∈ Zn+ ∀x ∈ Rn :

|xk∂mφ(x)| ≤ ckρ(B + ρ)|m|+mmβ,

à Sβ,Bα,A � ñóêóïíiñòü ôóíêöié φ ∈ Sβα, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∀{ρ, δ} ⊂ (0;+∞) ∃cρδ > 0 ∀{k,m} ⊂ Zn+ ∀x ∈ Rn :

|xk∂mφ(x)| ≤ cρδ(A+ δ)|k|+(B + ρ)|m|+kkαmmβ.

Öi ìíîæèíè ¹ ïîâíèìè çëi÷åííî-íîðìîâàíèìè ïðîñòîðàìè ç òàêèìè íîðìàìè:

∥φ∥kρ = sup
x,m

{
|xk∂mφ(x)|

(B + ρ)|m|+mmβ

}
, φ ∈ Sβ,B;

∥φ∥ρδ = sup
x,k,m

{
|xk∂mφ(x)|

(A+ δ)|k|+(B + ρ)|m|+kkαmmβ

}
, φ ∈ Sβ,Bα,A ,

äå k ∈ Zn+, {ρ, δ} ⊂ {1/j, j ∈ N}.
Ïðè A1 < A2 ïðîñòið Sα,A1

íåïåðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ â Sα,A2
, ïðè÷îìó Sα =⋃

A>0

Sα,A.

Îòæå,
Sα = lim

A→∞
indSα,A.
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Àíàëîãi÷íî
Sβ = lim

B→∞
indSβ,B, Sβα = lim

A→∞
B→∞

indSβ,Bα,A .

Ïðîñòîðè S i òèïó S ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè [12]:

F[S] = S; F[Sα] = Sα; F[Sβ] = Sβ; F[Sβα] = Sαβ ,

äå F[X] � ïðîñòið Ôóð'¹-îáðàçiâ åëåìåíòiâ X.
Ïðîñòîðè Sα, Sβ, Sβα (α ≥ 0, β ≥ 0) óòâîðþþòü òîïîëîãi÷íi àëãåáðè âiäíî-

ñíî îïåðàöi¨ çãîðòêè, ïðè÷îìó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ i çãîðòêà ïîâ'ÿçàíi òàê:

F[φ ∗ ψ] = F[φ]F[ψ].

Äëÿ çàçíà÷åíèõ ïðîñòîðiâ ïðàâèëüíi òàêi íåïåðåðâíi âêëàäåííÿ [12]:

Sβα ⊂ Sβ1α1
⊂
{
Sβ1

Sα1

}
⊂
{
Sβ2

Sα2

}
⊂ S ⊂ L2(Rn), α ≤ α1 ≤ α2, β ≤ β1 ≤ β2

(òóò L2(Rn) � ïðîñòið Ëåáåãà ñóìîâíèõ ó êâàäðàòi íà Rn ôóíêöié).

Çàóâàæåííÿ 2.1 Íàäàëi äîìîâèìîñÿ â ïîçíà÷åííi ïðîñòîðó òèïó S, â ÿêî-
ãî âñi êîìïîíåíòè ÿêîãîñü iíäåêñà äîðiâíþþòü ñêàëÿðó, çàìiñòü öüîãî âå-
êòîðà ïèñàòè öåé ñêàëÿð, íàïðèêëàä S(1;...;1),(b;...;b) ≡ S1,b.

Ïðîñòîðàìè òèïó S ′ íàçâåìî òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi ïðîñòîðè Sα
′, Sβ

′
i Sβα

′

ç âiäïîâiäíèìè ïðîñòîðàìè Sα, Sβ òà Sβα; S
′ � òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèé iç S.

Åëåìåíòè ïðîñòîðiâ Sα
′, Sβ

′
i Sβα

′
� óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨, ÿêi íàçèâàòèìåìî

ðîçïîäiëàìè Ãåëüôàíäà i Øèëîâà (ç âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ).
Íåõàé X � îäèí iç ïðîñòîðiâ òèïó S, a X ′ � âiäïîâiäíèé òîïîëîãi÷íî ñïðÿ-

æåíèé ïðîñòið. Ïîõiäíîþ m-ãî ïîðÿäêó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ X ′ íàçèâà-
¹òüñÿ ôóíêöiîíàë ∂mf , äiÿ ÿêîãî íà åëåìåíòàõ φ ∈ X âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

< ∂mf, φ >= (−1)|m|+ < f, ∂mx φ >, m ∈ Zn+.

Îòæå, ðîçïîäiëè Ãåëüôàíäà i Øèëîâà � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi óçàãàëü-
íåíi ôóíêöi¨.

Íàÿâíiñòü îïåðàöi¨ çñóâó τh àðãóìåíòà îñíîâíèõ ôóíêöié φ ó ïðîñòîðàõ
òèïó S äîçâîëÿ¹ ïîøèðèòè öþ îïåðàöiþ íà óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ f ∈ X ′:

< f(x+ h), φ >=< f, φ(x− h) >, h ∈ Rn.

Ó ïðîñòîðàõ òèïó S ′ âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ìóëüòèïëiêàòîð µ ó
âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði îñíîâíèõ ôóíêöié X çà òàêèì ïðàâèëîì:

< µf, φ >=< f, µφ >, f ∈ X ′, φ ∈ X.
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Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ åëåìåíòiâ ïðîñòîðiâ òèïó S ′ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

⟨F[f ],F[φ]⟩ := (2π)n⟨f, φ⟩, f ∈ X ′, φ ∈ X.

Ùîäî îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F−1, òî âîíî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

⟨F−1[g],F−1[ψ]⟩ = (2π)−n⟨g, ψ⟩, ψ ∈ F[X], g ∈ F[X]′.

Ïîïåðåäíié ëàíöþæîê âêëàäåíü ïðîñòîðiâ îñíîâíèõ ôóíêöié ïðîäîâæó¹-
òüñÿ òàêèìè íåïåðåðâíèìè âêëàäåííÿìè [12]:

L2(Rn) ⊂ S ′ ⊂

{
Sβ2

′

Sα2

′

}
⊂

{
Sβ1

′

Sα1

′

}
⊂ Sβ1α1

′ ⊂ Sβα
′
, α ≤ α1 ≤ α2, β ≤ β1 ≤ β2.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïóíêòó âêàæåìî óìîâè, ÿêi ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ
çãîðòêè â ïðîñòîðàõ òèïó S ′.
Ïî-ïåðøå, ÿêùî f ∈ X ′, à φ ∈ X, òî iñíó¹ çãîðòêà f ∗ φ, ÿêà äîïóñêà¹

çîáðàæåííÿ (f ∗ φ)(·) = ⟨f(ξ), φ(· − ξ)⟩. Öÿ çãîðòêà ìà¹ âëàñòèâîñòi ëiíiéíî-
ñòi òà íåïåðåðâíîñòi, ¹ çâè÷àéíîþ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ,
ïðè÷îìó [52]

∂m(f ∗ φ)(x) = (f ∗ ∂mφ)(x), x ∈ Rn,m ∈ Zn+.

Ïî-äðóãå, iñíó¹ çãîðòêà äâîõ ôóíêöié {f, g} ⊂ X ′, ÿêùî îäíà ç öèõ ôóí-
êöié, íàïðèêëàä g, ¹ çãîðòóâà÷åì ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði X. Òîäi

⟨f ∗ g, φ⟩ = ⟨f, g ∗ φ⟩, φ ∈ X.

ßêùî äëÿ f i g iç X ′ iñíó¹ çãîðòêà f ∗ g, òî â ïðîñòîði X ′ âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü F[f ∗ g] = F[f ]F[g], ïðè öüîìó, ÿêùî g � çãîðòóâà÷ ó X, òî â X
ïðàâèëüíà âæå ðiâíiñòü

F[g ∗ φ](·) = F[g](·)F[φ](·) (∀φ ∈ X),

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî g � çãîðòóâà÷ ó X ëèøå òîäi, êîëè F[g] � ìóëüòèïëiêàòîð
ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði F[X].

2.2 Îêðåìi êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì

2.2.1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíî {m, p} ⊂ N i T ∈ (0;+∞), ïîêëàäåìî Nm := {1; . . . ;m},
Π(τ ;T ] := (τ ;T ] × Rn, i ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè

∂tu(t;x) = A(t; i∂x)u(t;x), (t;x) ∈ Π(0;T ], (2.1)
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â ÿêié

A(t; i∂x) :=

( ∑
|k|+≤p

ajlk (t)i
|k|+∂kx

)m
j,l=1

, u(t;x) := col
(
u1(t;x); . . . ;um(t;x)

)
.

Òóò |k|+ := k1 + . . . + kn äëÿ k ∈ Zn+, a
jl
k (·) � êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè, i � óÿâíà

îäèíèöÿ, à uj(·; ·) � íåâiäîìi ôóíêöi¨. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A0 ìàòðèöþ

A0(t; i∂x) :=

( ∑
|k|+=p

ajlk (t)i
|k|+∂kx

)m
j,l=1

i ïîêëàäåìî
A1(t; i∂x) := A(t; i∂x)− A0(t; i∂x).

Ìàòðèöÿ

A0(t; ξ) =

( ∑
|k|+=p

ajlk (t)ξ
k

)m
j,l=1

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì ñèìâîëîì äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó A0(t; i∂x).
Ó 1937 ð. Ã.I. Ïåòðîâñüêèé ó âiäîìié ïðàöi [115] ôîðìóëþ¹ îçíà÷åííÿ ïà-

ðàáîëi÷íîñòi äëÿ ñèñòåì âèãëÿäó (2.1).

Îçíà÷åííÿ 2.1 Ñèñòåìà (2.1) íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íîþ çà Ïåòðîâñüêèì
íà ìíîæèíi Π[0;T ], ÿêùî äëÿ êîæíîãî t ∈ [0;T ] iñíó¹ âåëè÷èíà δ0 = δ0(t) > 0
òàêà, ùî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë λj, j ∈ Nm, ìàòðè÷íîãî ñèìâîëó
A0(t;σ) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

max
j∈Nm

Reλj(t;σ) ≤ −δ0(t), (2.2)

äëÿ âñiõ σ ∈ Rn, òàêèõ, ùî ∥σ∥ = 1.

Áåçïîñåðåäíüî ç âëàñòèâîñòi îäíîðiäíîñòi çà çìiííîþ ξ åëåìåíòiâ ìàòðè-
÷íîãî ñèìâîëó A0(t; ξ) âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (2.1) áóäå ïàðàáîëi÷íîþ çà Ïå-
òðîâñüêèì ëèøå òîäi êîëè p = 2b, b ∈ N. Ó çâ'ÿçêó ç öèì, óìîâà (2.2) ïàðà-
áîëi÷íîñòi ç îçíà÷åííÿ 2.1 íàáóâà¹ òàêîãî ðiâíîñèëüíîãî âèãëÿäó:

∀t ∈ [0;T ]∃δ0 > 0∀ξ ∈ Rn : max
j∈Nm

Reλj(t; ξ) ≤ −δ0∥ξ∥2b. (2.3)

Ñüîãîäíi êëàñè÷íà òåîðiÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåðòîðâñüêèì
ñèñòåì ââàæà¹òüñÿ ñôîðìîâàíîþ [85, 102, 19, 14, 15, 16].

Ó 1955 ð. â [13] Ã.�. Øèëîâ óçàãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ ïàðàáîëi÷íîñòi çà Ïåòðîâ-
ñüêèì ó íàñòóïíèé ñïîñiá.
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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñïî÷àòêó ñèñòåìà (2.1) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ajlk (t) ≡
ajlk :

∂tu(t;x) = A(i∂x)u(t;x), (t;x) ∈ Π(0;T ]. (2.4)

Ó öüîìó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íiñòü çà Øèëîâèì ñèñòåìè îçíà÷ó¹òüñÿ ïîäi-
áíèì ñïîñîáîì äî ïàðàáîëi÷íîñòi çà Ïåòðîâñüêèì.

Îçíà÷åííÿ 2.2 Ñèñòåìà (2.4) ïîðÿäêó p íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íîþ çà Øè-
ëîâèì íà ìíîæèíi Π[0;T ] ç ïîêàçíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi h, 0 < h ≤ p, ÿêùî

∃δ0 > 0∃δ ≥ 0∀ξ ∈ Rn : max
j∈Nm

Reλj(ξ) ≤ −δ0∥ξ∥h + δ, (2.5)

äå λj(s) � õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà ìàòðè÷íîãî ñèìâîëó A(s), s ∈ Cn, äèôå-
ðåíöiàëüíîãî âèðàçó öi¹¨ ñèñòåìè.

ßêùî æ êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (2.1) çàëåæàòü âiä t (íåïåðåðâíî), òî óæå,
íà âiäìiíó âiä ïàðàáîëi÷íîñòi çà Ïåòðîâñüêèì, ïàðàáîëi÷íiñòü çà Øèëîâèì
öi¹¨ ñèñòåìè îçíà÷ó¹òüñÿ äåùî iíàêøå, ç âèêîðèñòàííÿì ïîíÿòòÿ ìàòðèöàíòà
ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ ñèñòåìè (2.1) çàïèøåìî âiäïîâiäíó äâî¨ñòó çà Ôóð'¹ ñèñòåìó

∂tv(t; ξ) = A(t; ξ)v(t; ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn, (2.6)

â ÿêiéA(t; ξ) � ìàòðè÷íèé ñèìâîë äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó A(t; i∂x) ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 2.3 Ìàòðèöàíòîì ñèñòåìè (2.6) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiéíà ìà-
òðèöÿ Θt

τ(·), 0 ≤ τ < t ≤ T, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè, ùî çàäîâîëüíÿ¹
ïî÷àòêîâó óìîâó

Θt
τ(·)|t=τ = E

(
∀τ ∈ [0;T ]

)
(òóò E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ).

Îçíà÷åííÿ 2.4 Ñèñòåìà (2.1) ïîðÿäêó p ç íåïåðåðâíèìè íà [0;T ] êîåôiöi-
¹íòàìè íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íîþ çà Øèëîâèì íà ìíîæèíi Π[0;T ] ç ïîêà-
çíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi h, 0 < h ≤ p, ÿêùî äëÿ ìàòðèöàíòà Θt

τ(·), 0 ≤ τ <
t ≤ T, âiäïîâiäíî¨ äâî¨ñòî¨ çà Ôóð'¹ ñèñòåìè (2.6), âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|Θt
τ(ξ)| ≤ c(1 + ∥ξ∥γ)e−δ(t−τ)∥ξ∥h, (t; ξ) ∈ Π(τ ;T ], (2.7)

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè c i δ (òóò γ := (p− h)(m− 1)).

Çàóâàæåííÿ 2.2 Çà àíàëîãi¹þ äî 2b-ïàðàáîëi÷íîñòi, ïàðàáîëi÷íiñòü çà Øè-
ëîâèì íàçèâàòèìåìî òàêîæ {p, h}-ïàðàáîëi÷íiñòþ.
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Äëÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì (2.1) óìîâà (2.7) �
õàðàêòåðíà âëàñòèâiñòü, ÿêà ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì iç âiäïîâiäíî¨ óìîâè ïàðà-
áîëi÷íîñòi (2.2) [85]. Äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì (2.1) iç çàëåæíèìè âiä t êî-
åôiöi¹íòàìè ïðè p ̸= h ïiäòâåðäèòè öåé ôàêò êëàñè÷íèìè çàñîáàìè òåîði¨
ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ÷åðåç ïàðàáîëi÷íó íåñòiéêiñòü òàêèõ ñèñòåì äî çìiíè
ñâî¨õ êîåôiöi¹íòiâ, âçàãàëi êàæó÷è, íå âäà¹òüñÿ.

Ó [13] îáãðóíòîâàíî, ùî êëàñ ïàðàáîëi÷íèõ çàØèëîâèì ñèñòåì çi çìiííèìè
êîåôiöi¹íòàìè ïîâíiñòþ îõîïëþ¹ ñóêóïíiñòü óñiõ ïàðàáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì
ñèñòåì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ñèñòåì ïðîâî-
äèëèñü Ã.�. Øèëîâèì, I.Ì. Ãåëüôàíäîì, Á.Ë. Ãóðåâè÷åì, Ê.I. Áàáåíêîì,
Ã.Ì. Çîëîòàðüîâèì, ß.I. Æèòîìèðñüêèì, Ñ.Ä. Åéäåëüìàíîì, Ô.Î. Ïîðïåðîì,
Â.Â. Ãîðîäåöüêèì, Â.À. Ëiòîâ÷åíêîì òà ií. Ðåçóëüòàòîì öèõ äîñëiäæåíü äëÿ
ñèñòåì, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ìîæóòü çàëåæàòè ëèøå âiä ÷àñó, ¹ êëàñè êîðåêòíîñòi
òà ¹äèíîñòi çàäà÷i Êîøi, òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü öi¹¨ çàäà÷i ç óçà-
ãàëüíåíèìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè òèïó óëüòðàðîçïîäiëiâ Æåâðå, ìàêñèìàëüíi
êëàñè ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ ç ïðîñòîðiâ òèïó S, âëàñòèâîñòi ñòàáiëi-
çàöi¨ òà ëîêàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ, òåîðåìè òèïó Ëióâiëëÿ [13, 17, 25, 38, 82, 86].

2.2.2 Îäèí êëàñ ïàðàáîëi÷íî ñòiéêèõ ñèñòåì çi çìiííèìè êîåôiöi-
¹íòàìè

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

∂tu(t;x) = {P0(i∂x) + P1(t; i∂x)}u(t;x), (t;x) ∈ Π(τ ;T ], τ ∈ [0;T ), (2.8)

ïîðÿäêó p ∈ N, â ÿêié u := col(u1, . . . , um),

P0(i∂x) :=

( ∑
|k|+≤p

aljk i
|k|+∂kx

)m
l,j=1

, P1(t; i∂x) :=

( ∑
|k|+≤p1

aljk (t)i
|k|+∂kx

)m
l,j=1

.

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âiäïîâiäíà ñèñòåìà

∂tu(t;x) = P0(i∂x)u(t;x), (t;x) ∈ Π(τ ;T ], (2.9)

íà ìíîæèíi Π(τ ;T ] {p;h}-ïàðàáîëi÷íà çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à êîåôiöi¹í-
òè ãðóïè ìîëîäøèõ ÷ëåíiâ P1(t; i∂x) � íåïåðåðâíi êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨,
âèçíà÷åíi íà [0;T], ïðè öüîìó âåëè÷èíè p, p1 i h çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
(À): 0 ≤ p1 + (p− h)(m− 1) < h.

Ïðèêëàäè ñèñòåìè (2.8) iç óìîâîþ (À).
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1◦. Êîæíà ïàðàáîëi÷íà çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåìà (2.1) ïîðÿäêó p = 2b, b ∈ N, çi ñòàëèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè ãðóïè ñòàðøèõ ÷ëåíiâ òà íåïåðåðâíî çàëåæíèìè âiä t êîåôiöi¹íòàìè ãðóïè ìîëîäøèõ
÷ëåíiâ ¹ ñèñòåìîþ (2.8) iç óìîâîþ (À). Îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó p = h = 2b, p1 = 2b − 1 i,
âiäïîâiäíî,

0 < p1 + (p− h)(m− 1) = 2b− 1 < 2b = h.

2◦. Íåõàé n = 1,m = 2, a > 0 i cj(·), j ∈ N5, � äåÿêi íåïåðåðâíi íà [0;T] êîìïëåêñíîçíà÷íi
ôóíêöi¨. Òîäi ñèñòåìà{

∂tu1 = {−a∂4x + c1(t)∂
2
x}u1 + {∂5x − ∂3x + c2(t)∂x}u2,

∂tu2 = {(c3(t)− 1)∂3x}u1 − {a∂4x − c4(t)∂
3
x − c5(t)}u2,

¹ ñèñòåìîþ (2.8) iç óìîâîþ (À). Äiéñíî, ïîêëàâøè

P0(i∂x) =

(
−a∂4x ∂5x − ∂3x
−∂3x −a∂4x

)
,

P1(t; i∂x) =

(
c1(t)∂

2
x c2(t)∂x

c3(t)∂
3
x c4(t)∂

3
x + c5(t)

)
i ðîçâ'ÿçàâøè âiäïîâiäíå õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

det{P0(s)− λE} = 0, s ∈ Cn,

çíàéäåìî, ùî λ1,2(s) = −as4 ± i
√
s8 + s6, p = 5, p1 = 3 i h = 4. Äëÿ çàçíà÷åíèõ âåëè÷èí p, p1 i h,

î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (À).

Âèêîíàííÿ óìîâè (À) çàáåçïå÷ó¹ ïàðàáîëi÷íó ñòiéêiñòü ñèñòåìè (2.8) äî
çìiíè ñâî¨õ ìîëîäøèõ êîåôiöi¹íòiâ, ùî äîçâîëÿ¹ êëàñè÷íèìè çàñîáàìè îá-
ãðóíòóâàòè ïðàâèëüíiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1 Íåõàé (2.8) � ñèñòåìà ç íåïåðåðâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äëÿ
ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (À). Òîäi äëÿ ìàòðèöàíòà Θt

τ(·) âiäïîâiäíî¨ äâî-
¨ñòî¨ çà Ôóð'¹ ñèñòåìè íà ìíîæèíi Π(τ ;T ], τ ∈ [0;T ), ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà
(2.7).

Íàñëiäîê 2.1 Ñèñòåìà (2.8) iç óìîâîþ (À) � ïàðàáîëi÷íà çà Øèëîâèì ñè-
ñòåìà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè é ïîêàçíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi h.

Öåé ôàêò ïåðåäóñiì õàðàêòåðèçó¹ áàãàòñòâî êëàñó Øèëîâà ïàðàáîëi÷íèõ
ñèñòåì òà éîãî íåâè÷åðïíiñòü ïàðàáîëi÷íèì êëàñîì Ïåòðîâñüêîãî.

2.2.3 Ïiäêëàñ {p⃗; h⃗}-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì

Ñïåöèôiêà îçíà÷åííÿ ïàðàáîëi÷íîñòi ÿê çà Ïåòðîâñüêèì, òàê i çà Øèëîâèì íå
ïåðåäáà÷à¹ iíäèâiäóàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ïàðàáîëi÷íîñòi ñèñòåìè îêðåìî çà
êîæíîþ êîìïîíåíòîþ ¨¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Òàêå àáñòðàãóâàííÿ ïîçáàâëÿ¹
ìîæëèâîñòi îäåðæàòè òî÷íi ðåçóëüòàòè íà ðiâíi êîæíî¨ êîìïîíåíòè.
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Ó çâ'ÿçêó ç öèì ó 1960 ð. Ñ.Ä. Åéäåëüìàí ïðîïîíó¹ ùå îäíå óçàãàëüíåí-
íÿ ïàðàáîëi÷íîñòi � òàê çâàíó

−→
2b-ïàðàáîëi÷íiñòü [102], çãiäíî ç ÿêîþ iñòîòíî

ðîçøèðþ¹òüñÿ êëàñ Ïåòðîâñüêîãî. Ó ñèñòåìàõ ç òàêîþ ïàðàáîëi÷íiñòþ äè-
ôåðåíöiþâàííÿ çà ðiçíèìè êîìïîíåíòàìè ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ìàþòü, âçàãàëi
êàæó÷è, ðiçíó âàãó âiäíîñíî äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ t. Äåòàëüíå äîñëi-
äæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ öèõ ñèñòåì òà âëàñòèâîñòåé ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîâåäåíî
â ïðàöÿõ Ñ.Ä. Åéäåëüìàíà, Ñ.Ä. Iâàñèøåíà, Ì.I. Ìàòié÷óêà (äèâ. îãëÿä â
[102]).

ßê ó ïàðàáîëi÷íîñòi çà Ïåòðîâñüêèì, òàê i çà Åéäåëüìàíîì, äëÿ ñèñòåì
(2.1) ïîðÿäîê ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç ïîêàçíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi. ×åðåç öå çà-
ïðîïîíîâàíà

−→
2b-ïàðàáîëi÷íiñòü íå ïîøèðþ¹òüñÿ íà âñi ïàðàáîëi÷íi çà Øè-

ëîâèì ñèñòåìè. Òîìó êëàñ Øèëîâà i êëàñ Åéäåëüìàíà � öå äâà ðiçíi êëàñè
ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì, êîæåí ç ÿêèõ íå ñïðîìîæíèé ïîâíiñòþ îõîïèòè iíøèé.

Çàäëÿ óíiôiêàöi¨ ïîíÿòü ïàðàáîëi÷íîñòi çà Ïåòðîâñüêèì, Øèëîâèì òà Åé-
äåëüìàíîì, Â.À. Ëiòîâ÷åíêîì â [39] áóëî çàïðîïîíîâàíî {−→p ,

−→
h }-ïàðàáîëi÷-

íiñòü, ÿêà îçíà÷ó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî ïàðàáîëi÷íîñòi çà Øèëîâèì iç çaìiíîþ ó
ñïiââiäíîøåííÿõ (2.5) i (2.7) âèðàçó ∥ξ∥h íà |ξ|

−→
h
+ . Äëÿ {−→p ,

−→
h }-ïàðàáîëi÷íèõ

ñèñòåì (2.1) âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi iç óçàãàëüíåíèìè
ïî÷àòêîâèìè äàíèìè òèïó ðîçïîäiëiâ Ãåëüôàíäà i Øèëîâà òà îïèñàíî ìàêñè-
ìàëüíi ìíîæèíè ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ó ïðîñòîðàõ òèïó S [39].

Çàçíà÷èìî, ùî îçíà÷åííÿ 2.4 íàäòî ñïåöèôi÷íå iç-çà óìîâè (2.7), ó çâ'ÿçêó
ç öèì, âàæëèâà iíôîðìàöiÿ ïðî áàãàòñòâî êëàñó Øèëîâà ñèñòåì çi çìiííèìè
êîåôiöi¹íòàìè, çîêðåìà, ïðî ïðèêëàäè òàêèõ ñèñòåì, ÿêi íå ïàðàáîëi÷íi çà
Ïåòðîâñüêèì. Ó íàñòóïíîìó ïóíêòi íàâîäÿòüñÿ êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì çi
çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, íàÿâíiñòü ÿêèõ ïåðåêîíó¹, ùî êëàñ Øèëîâà ñèñòåì
iç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè, çíà÷íî øèðøèé i áàãàòøèé çà êëàñ
Ïåòðîâñüêîãî.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèñòåìó ðiâíÿíü (2.8) iç äèôåðåíöiàëüíèìè âèðàçàìè
P0(i∂x) i P1(t; i∂x) âåêòîðíèõ ïîðÿäêiâ

−→p i −→p1 âiäïîâiäíî. Ââàæàòèìåìî, ùî
âiäïîâiäíà ñèñòåìà (2.9) íà ìíîæèíi Π(τ ;T ] {−→p ,

−→
h }-ïàðàáîëi÷íà çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè é âåêòîðíèì ïîêàçíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi
−→
h , à êîåôiöi¹íòè äè-

ôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó P1(t; i∂x) � íåïåðåðâíi êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨, âè-
çíà÷åíi íà [0;T], ïðè öüîìó âåêòîðíi âåëè÷èíè −→p , −→p1 i

−→
h çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó
(A′): 0 ≤ p1j + (pl − hl)(m− 1) < min(hj;hl) ∀{j, l} ⊂ Nm.

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 2.2 Ñèñòåìà (2.8) iç óìîâîþ (A′) � {−→p ,
−→
h }-ïàðàáîëi÷íà ñèñòåìà

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè é ïîêàçíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi
−→
h .

2.3 Ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåìè

2.3.1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

∂tu(t;x) = P (t; i∂x)u(t;x), (t;x) ∈ Π(0;T ], (2.10)

â ÿêié íåâiäîìà ôóíêöiÿ u = col(u1; . . . ;um), à P (t; i∂x) � ìàòðè÷íèé äèôåðåí-
öiàëüíèé âèðàç ïîðÿäêó p ç íåïåðåðâíî çàëåæíèìè âiä t êîìïëåêñíîçíà÷íèìè
êîåôiöi¹íòàìè.

Íàâåäåìî êëàñè÷íi îçíà÷åííÿ ãiïåðáîëi÷íîñòi ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê ñèñòåìè (2.10)
çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òîáòî êîëè P (t; i∂x) ≡ P (i∂x).

Îçíà÷åííÿ 2.5 Ñèñòåìà (2.10) íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íîþ çà Ïåòðîâ-
ñüêèì íà ìíîæèíi Π[0;T ], ÿêùî ¨¨ ïîðÿäîê p = 1, õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà
λj(·) ìàòðè÷íîãî ñèìâîëó P(s) ïðè äiéñíèõ s = ξ, ∥ξ∥ = 1, ñóòî óÿâíi,
à ñàìà ìàòðèöÿ P(ξ) çâîäèòüñÿ äî äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè ïðè âñiõ ξ ∈ Rn,
ïðè öüîìó âèçíà÷íèê ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿ çà ìîäóëåì áiëüøèé çà äåÿêó
äîäàòíó ñòàëó.

Äëÿ òàêèõ ñèñòåì Ã.I. Ïåòðîâñüêèé äîâiâ êîðåêòíiñòü çàäà÷i Êîøi â êëàñi
äîñòàòíüî ãëàäêèõ ôóíêöié äîâiëüíîãî çðîñòàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.6 Ñèñòåìà (2.10) íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íîþ çà Øèëîâèì íà
ìíîæèíi Π[0;T ], ÿêùî ôóíêöiÿ Λ(s) := max

j
Reλj(s), s ∈ Cn, äå λj(·) � õàðà-

êòåðèñòè÷íi ÷èñëà ìàòðèöi P(·), çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:
1) ¨¨ ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê çðîñòàííÿ ó êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði Cn íå áiëü-

øèé çà 1: Λ(s) ≤ a∥s∥+ b;

2) ïðè äiéñíèõ çíà÷åííÿõ s = ξ ∈ Rn öÿ ôóíêöiÿ îáìåæåíà: Λ(ξ) ≤ c.

Ó [13] âñòàíîâëåíî, ùî ãiïåðáîëi÷íà çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåìà (2.10), ¹ òàêîæ
ãiïåðáîëi÷íîþ çà Øèëîâèì.

Êëàñ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ñèñòåì äîñèòü øèðîêèé ó ïîðiâíÿííi ç
êëàñîì Ïåòðîâñüêîãî. Óìîâàì ç îçíà÷åííÿ ãiïåðáîëi÷íîñòi çà Ïåòðîâñüêèì
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íå çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìè, â ÿêèõ æîðäàíîâà ñòðóêòóðà âiäïîâiäíî¨ ìàòðèöi
P(ξ) çìiíþ¹òüñÿ çi çìiíîþ ξ.

Ïîíÿòòÿ ãiïåðáîëi÷íîñòi çà Øèëîâèì ïîøèðþ¹òüñÿ i íà ñèñòåìè (2.10) ç
íåïåðåðâíî çàëåæíèìè âiä ÷àñó t êîåôiöi¹íòàìè â òàêèé ñïîñiá.

Îçíà÷åííÿ 2.7 Ãîâîðèòèìåìî, ùî ñèñòåìà (2.10) ãiïåðáîëi÷íà çà Øèëî-
âèì íà ìíîæèíi Π[0;T ], ÿêùî äëÿ ìàòðèöàíòà Θt

τ(·) âiäïîâiäíî¨ äâî¨ñòî¨ çà
Ôóð'¹ ñèñòåìè

∂tv(t; ξ) = P(t; ξ)v(t; ξ), (t; ξ) ∈ Π(0;T ], (2.11)

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi îöiíêè:

1) |Θt
τ(s)| ≤ c(1 + ∥s∥)γ̂eδ(t−τ)∥s∥, s ∈ Cn, 0 ≤ τ < t ≤ T ;

2) |Θt
τ(ξ)| ≤ c0(1 + ∥ξ∥)γ̂, ξ ∈ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T

(òóò c0, c, δ � äîäàòíi ñòàëi, íåçàëåæíi âiä t i τ , à γ̂ := p(m− 1)).

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî äëÿ ñèñòåìè (2.10) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ìàòðè-
öàíò

Θt
τ(·) = e(t−τ)P(·), 0 ≤ τ < t ≤ T,

íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî êëàñ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ñèñòåì çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè öiëêîì ìiñòèòüñÿ â êëàñi ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì
ñèñòåì çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ç ðîçâèòêîì òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ìåòîä ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ÿêèé
åôåêòèâíî ïðîÿâèâ ñåáå ïðè äîñëiäæåííi ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì, âäàëîñÿ ïîøè-
ðèòè i íà âèïàäîê ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì. Ó [13] ìåòîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ïîáóäîâàíî ôóíêöiþ Ãðiíà ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè (2.10)
ó âèãëÿäi

G(t, τ ; ·) = F−1[Θt
τ(ξ)](t, τ ; ·), 0 ≤ τ < t ≤ T.

Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi G(t, τ ; ·), çîêðåìà, îáãðóíòîâàíî íàëåæíiñòü ¨¨ êîì-
ïîíåíò ïðîñòîðó S ′

0 òà äîâåäåíî, ùî öi êîìïîíåíòè ¹ çãîðòóâà÷àìè â ïðîñòîði
S0 (äèâ. [13, c. 69]). Ïðè öüîìó, îäåðæàíî îöiíêó

|Θt
τ(ξ + iη)| ≤ c(1 + ∥ξ∥)γeδ∥η∥, ξ + iη ∈ Cn, 0 ≤ τ < t ≤ T, (2.12)

ç c > 0 i δ > 0, íåçàëåæíèìè âiä t i τ . Êðiì öüîãî, òðàêòóþ÷è ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-
ìè (2.10) ó ñëàáêîìó ðîçóìiííi, âñòàíîâëåíî, ùî ïðîñòið S′

0 ðîçïîäiëiâ Äiðàêà
¹ êëàñîì ¹äèíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ñèñòåì, à òà-
êîæ, ó òåðìiíàõ ïîêàçíèêà êîðåêòíîñòi ñèñòåìè, îïèñàíî óìîâè ãëàäêîñòi íà
ïî÷àòêîâó ôóíêöiþ, çà ÿêèõ âiäïîâiäíà çàäà÷à Êîøi ìà¹ ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê.
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Ó [13] òàêîæ ïîøèðåíî âiäîìèé ðåçóëüòàò I.Ã. Ïåòðîâñüêîãî ïðî êîðåêòíó
ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì [115] íà
âèïàäîê ñèñòåì, ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì: çàäà÷à Êîøi ëèøå äëÿ ãiïåðáîëi-
÷íèõ ñèñòåì (2.10) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà ç äîâiëüíèìè äîñòàòíüî ãëàäêèìè
ïî÷àòêîâèìè äàíèìè áåç áóäü-ÿêèõ îáìåæåíü íà ¨õ çðîñòàííÿ.

2.3.2 Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà

Ïðàâèëüíå òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.1 Iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi c i B òàêi, ùî äëÿ âñiõ q ∈ Zn+, ξ ∈ Rn i
0 ≤ τ < t ≤ T âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|∂qξΘ
t
τ(ξ)| ≤ cB|q|+(1 + ∥ξ∥)γ̂. (2.13)

Íåõàé W � îäèí iç ïðîñòîðiâ òèïó S. Îöiíêà (2.13) äîçâîëÿ¹ îáðãóíòóâàòè
ïðàâèëüíiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3 ßêùî ñèñòåìà (2.10) ãiïåðáîëi÷íà çà Øèëîâèì, òî âiäïîâiäíà
ôóíêöiéíà ìàòðèöÿ Θt

τ(·), 0 ≤ τ < t ≤ T , � ìóëüòèïëiêàòîð ó êîæíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði òèïó S.

Çâàæèâøè òåïåð íà âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó ïðîñòîðàõ òèïó S,
áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 2.3, îäåðæó¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.4 Ôóíêöiÿ Ãðiíà G(t, τ ; ·), 0 ≤ τ < t ≤ T , ãiïåðáîëi÷íî¨ çà Øè-
ëîâèì ñèñòåìè (2.10) ¹ çãîðòóâà÷åì ó êîæíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði òèïó
S, ïðè öüîìó

(G ∗ φ)(t, τ ; ·) = F−1[Θt
τ(ξ)F[φ](ξ)](t, τ ; ·) (∀φ ∈ W).

Òóò ðèñêîþ çâåðõó (·) ïîçíà÷åíî êîìïëåêñíó ñïðÿæåíiñòü.

2.3.3 Ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè â ïðîñòîðàõ òèïó S ′

Ãîâîðèòèìåìî, ùî ïàðàìåòðè÷íà ôóíêöiÿ g(t; ·) ∈ W ′, t ∈ [a; b], ñëàáêî äè-
ôåðåíöiéîâíà â ïðîñòîði W ′ çà ïàðàìåòðîì t ó òî÷öi t0 ∈ [a; b], ÿêùî äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà φ ç W iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
△t−→0

< (g(t0 +△t; ξ)− g(t0; ξ))/△ t, φ(ξ) >= cφ(t0)
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i äëÿ âñiõ φν
W−→

ν→∞
0 âiäïîâiäíi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi

ĉν(t0) := lim
△t−→0

< (g(t0 +△t; ξ)− g(t0; ξ))/△ t, φν(ξ) > −→
ν→∞

0.

Ïðè öüîìó óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ ∂tg(t0; ·) ç W ′, ÿêà íà åëåìåíòàõ φ ∈ W
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

< ∂tg(t0; ξ), φ(ξ) >= cφ(t0),

íàçâåìî ñëàáêîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ g(t; ·) ó ïðîñòîði W ′ çà ïàðàìåòðîì t ó
òî÷öi t0. Ôóíêöiÿ g(t; ·) ñëàáêî äèôåðåíöiéîâíà çà t íà [a; b] ó ïðîñòîði W ′,
ÿêùî âîíà ñëàáêî äèôåðåíöiéîâíà çà t ó W ′ â êîæíié òî÷öi ïðîìiæêó [a; b].

Îçíà÷åííÿ 2.8 Óçàãàëüíåíà âåêòîð-ôóíêöiÿ u(t; ·) ∈ W′, t ∈ (0;T ], íà-
çèâà¹òüñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.10) ó ïðîñòîði W′, ÿêùî u(t; ·)
ñëàáêî äèôåðåíöiéîâíà çà t íà (0;T ] ó W′ i äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà φ ∈ W
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

< ∂tu(t;x), φ(x) >=< P (t; i∂x)u(t;x), φ(x) > .

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ãiïåðáîëi-
÷íî¨ ñèñòåì (2.10) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

u(t; ·)|t=0 = f, f ∈ Sβ0
′
, β > 1, (2.14)

ÿêà ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â ïðîñòîði Sβ0
′
.

Íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.2 Íåõàé Θt
τ(·) � ìàòðèöàíò ñèñòåìè (2.11), òîäi ôóíêöiéíà ìà-

òðèöÿ Θ̈t
τ(·) � ìàòðèöàíò ñèñòåìè

∂tv(t; ξ) = v(t; ξ)P̈(t; ξ), ξ ∈ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T

(òóò, ÿê i ðàíiøå, (̈·) ïîçíà÷ó¹ îïåðàöiþ òðàíñïîíóâàííÿ, à ðèñêà çâåðõó (·)
� êîìïëåêñíó ñïðÿæåíiñòü).

Ëåìà 2.3 Äëÿ êîæíîãî φ ç Sβ0 , β > 1, ôóíêöiÿ

ψ(t; ·) = G̈(t, 0; ·) ∗ φ(·), t ∈ (0;T ],

ñèëüíî äèôåðåíöiéîâíà çà t íà ìíîæèíi (0;T ] ó ïðîñòîði Sβ0 . Ïðè öüîìó
ôóíêöiéíà ìàòðèöÿ ∂tG̈(t, 0; ·) � çãîðòóâà÷ ó Sβ0 i ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∂tψ(t; ·) = ∂tG̈(t, 0; ·) ∗ φ(·), t ∈ (0;T ].
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Ç òâåðäæåííÿ ëåìè 2.3 âèïëèâà¹ î÷åâèäíèé

Íàñëiäîê 2.2 Íåõàé φ ∈ S0
β, β > 1, òîäi âèðàç Θ̈

t

0(·)φ(·) � ñèëüíî äèôåðåí-
öiéîâíèé çà ïàðàìåòðîì t íà (0;T ] ó ïðîñòîði S0

β.

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.5 Íåõàé f ∈ Sβ0
′
, β > 1, òîäi ãiïåðáîëi÷íà ñèñòåìà (2.10) ó ïðî-

ñòîði Sβ0
′
ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíó ïî-

÷àòêîâó óìîâó (2.14) i íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ç öüîãî
ïðîñòîðó. Öåé ðîçâ'ÿçîê çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t;x) = G(t, 0;x) ∗ f, (t;x) ∈ Π(0;T ].

Íàñëiäîê 2.3 Êîæåí âåêòîðíèé ïðîñòið Sβ0
′
, β > 1, ¹ êëàñîì êîðåêòíîñòi

çàäà÷i Êîøi äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ çà Øèëîâèì ñèñòåì (2.10).

Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ íåîáìåæåíî¨ ñòðóíè

∂2t u(t;x) = a2∂2xu(t;x), a ∈ R \ {0}, (t;x) ∈ (0;T ]× R,

ÿêå øëÿõîì óâåäåííÿ ôóíêöié u1 = u i u2 = ∂tu çâîäèòüñÿ äî ãiïåðáîëi÷íî¨
ñèñòåìè (2.10) çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè:{

∂tu1(t;x) = u2(t;x),
∂tu2(t;x) = a2∂2xu1(t;x), (t;x) ∈ (0;T ]× R. (2.15)

Ìàòðèöàíò âiäïîâiäíî¨ äâî¨ñòî¨ çà Ôóð'¹ ñèñòåìè òàêèé [13]:

Θt
τ(ξ) =

(
cos(a(t− τ)ξ) sin(a(t−τ)ξ)

aξ

aξ sin(a(t− τ)ξ) cos(a(t− τ)ξ)

)
, 0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ R.

Åëåìåíòè ìàòðèöi Θt
τ(·) � ìóëüòèïëiêàòîðè â êîæíîìó ïðîñòîði òèïó S,

òîìó iñíó¹ îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ åëåìåíòiâ ìàòðèöi Θt
τ(·) ó êîæíîìó

ïðîñòîði òèïó S ′, ïðè÷îìó

G(t, τ ;x) =

 δ(x−a(t−τ))+δ(x+a(t−τ))
2

Θ(a(t−τ)−|x|)
2a

a
(
δ(x−a(t−τ))−δ(x+a(t−τ))

)′
x

2
δ(x−a(t−τ))+δ(x+a(t−τ))

2

 .
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Òóò δ(·) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà, à Θ(·) � òåòà-ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà; îá÷èñëåí-
íÿ F−1[Θt

τ(ξ)] ó ïðîñòîði ðîçïîäiëiâ Äiðàêà íàâåäåíî â [10]. Åëåìåíòè ìàòðèöi
G(t, τ ; ·) � çãîðòóâà÷i â ïðîñòîðàõ òèïó S (äèâ. òåîðåìó 2.3).

Äëÿ ñèñòåìè (2.15) çàäàìî ïî÷àòêîâó óìîâó

uj(t; ·)
W−→

t→+0
φj(·), φj(·) ∈ W, j ∈ N2, (2.16)

â ÿêié W � îäèí iç ïðîñòîðiâ òèïó S.
ßê ñòâåðäæó¹òüñÿ â òåîðåìi 2.4, çàäà÷à Êîøi (2.15), (2.16) êîðåêòíî ðîç-

â'ÿçíà, êîìïîíåíòè uj(t; ·) ¨¨ ðîçâ'ÿçêó ïðè êîæíîìó t ∈ (0;T ] íàëåæàòü ïðî-
ñòîðó W i ìàþòü âèãëÿä

u1(t;x) =
1

2

(
φ1(x+ at) + φ1(x− at) +

1

a

x+at∫
x−at

φ2(ξ)dξ
)
,

u2(t;x) =
1

2

(
a
(
φ1(x+ at)− φ1(x− at)

)′
x
+ φ2(x+ at)− φ2(x− at)

)
.

Çîêðåìà, ÿêùî W = S
1/2
1/2 , à φ1(x) = e−x

2

i φ2(x) = 2xe−x
2

, òî âiäïîâiäíà

çàäà÷à Êîøi (2.15), (2.16) ó ïðîñòîði S1/2
1/2 ìà¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê:

u1(t;x) =
1

2

((
1− 1

a

)
e−(x+at)2 +

(
1 +

1

a

)
e−(x−at)2

)
,

u2(t;x) = (1− a)(x+ at)e−(x+at)2 + (1 + a)(x− at)e−(x−at)2.

Äàëi, äëÿ ñèñòåìè (2.15) ó ïðîñòîði Sβ0
′
, β > 1, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi iç

ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u1(t; ·)
Sβ
0

′

−→
t→+0

fγx0, u2(t; ·)
Sβ
0

′

−→
t→+0

| · |′, (2.17)

â ÿêèõ

fγx0(·) =
∞∑
k=0

(−1)k

kγk
δ(k)(· − x0)

� óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç Sβ0
′
ç ôiêñîâàíèìè ïàðàìåòðàìè x0 ∈ R òà γ > β

(çàçíà÷èìî, ùî fγx0 /∈S
′
0).

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì òåîðåìè 2.5, çàäà÷à Êîøi (2.15), (2.17) êîðåêòíî

ðîçâ'ÿçíà â ïðîñòîði Sβ0
′
, ¨ ¨ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ¹

u1(t;x) =
1

2a
Θ(at− |x|) ∗ |x|′ + 1

2

(
δ(x− at) + δ(x+ at)

)
∗ fγx0,
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u2(t;x) =
1

2

(
δ(x− at) + δ(x+ at)

)
∗ |x|′ + a

2

(
δ(x− at)− δ(x+ at)

)′
x
∗ fγx0,

àáî, ùî òå ñàìå,

u1(t;x) =
1

2a

(
|x+at|−|x−at|

)
+
1

2

∞∑
k=0

(−1)k

kγk
(
δ(x−x0−at)+δ(x−x0+at)

)(k)
x
,

u2(t;x) =
1

2

(
|x−at|+|x+at|

)′
x
+
a

2

∞∑
k=0

(−1)k

kγk
(
δ(x−x0−at)−δ(x−x0+at)

)(k+1)

x
.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Îçíà÷åíî êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ùî
õàðàêòåðèçóþòü áàãàòñòâî êëàñó Øèëîâèì ñèñòåì ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè òà êëàñó {p⃗, h⃗}-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì.

Îáãðóíòîâàíî ïàðàáîëi÷íó ñòiéêiñòü öèõ ñèñòåì ñòîñîâíî çìiíè ñâî¨õ êîå-
ôiöi¹íòiâ.

Îäåðæàíî çàãàëüíi îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi òà éî-
ãî ïîõiäíèõ äëÿ ñèñòåì ç öèõ êëàñiâ íå âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ðîäó ñèñòåìè.

Äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì ñèñòåì:
- äîñëiäæåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà â ïðîñòîðàõ òèïó S i S ′;
- ñôîðìóëüîâàíî ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi â ïðîñòîðàõ ðîç-

ïîäiëiâ Ãåëüôàíäà i Øèëîâà;
- ðîçøèðåíî êëàñ ¹äèíîñòi S ′

0 Ãåëüôàíäà i Øèëîâà äëÿ òàêèõ ñèñòåì äî

ïðîñòîðiâ Sβ0
′
, β > 1, i äîâåäåíî, ùî öi ðîçøèðåííÿ ¹ êëàñàìè êîðåêòíîñòi;

- îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ïðîiëþñòðîâàíî íà ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ
íåîáìåæåíî¨ ñòðóíè.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îäåðæàíi Â.À. Ëiòîâ÷åíêîì îäíîîñiáíî; îïóáëi-
êîâàíi â [44, 45, 46, 47, 48, 107].
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Ðîçäië 3

ÇÀÄÀ×I Ç IÌÏÓËÜÑÍÎÞ ÄI�Þ
ÄËß ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç
ÂÈÐÎÄÆÅÍÍßÌ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi, Äiðiõëå, çàäà÷à çi ñêiñíîþ ïîõi-
äíîþ òà îäíîñòîðîííÿ êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî
ïîðÿäêó ç iìïóëüñíîþ äi¹þ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ìàþòü
ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ÿê çà ÷àñîâîþ, òàê i çà ïðîñòîðîâè-
ìè çìiííèìè íà äåÿêié ìíîæèíi òî÷îê. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìó
òà àïðiîðíèõ îöiíîê äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ïîñòàâëåíèõ
çàäà÷ â ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ çi ñòåïåíåâîþ âàãîþ.

3.1 Âñòóï

Çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà äëÿ iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèíèêàþòü ïðè ìîäåëþâàííi ðiçíèõ ÿâèù i ïðîöå-
ñiâ ïðèðîäîçíàâñòâà, ôiçèêè, òåõíiêè, åêîíîìiêè, áiîëîãi¨ òà åêîëîãi¨. Â çàëå-
æíîñòi âiä ñòðóêòóðè ñåðåäîâèùàïðîöåñè äèôóçi¨, òåðìîåëåêòðîïðóæíîñòi,
òåïëîïðîâiäíîñòi ìîäåëþþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ïàðàáîëi÷íî-
ãî òèïó. Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ i êðàéîâi óìîâè ìàþòü íåêëàñè÷íi îáìåæåííÿ,
ðiçíi âèðîäæåííÿ òà iìïóëüñíi âïëèâè.

Çàäà÷i, ÿêi âèíèêàþòü ó êiíåòè÷íié òåîði¨ ãàçó, òåîði¨ äèôóçiéíèõ ïðîöå-
ñiâ, êîëèâàíü, ñîëå-òà âîëîãîïåðåíîñó â ãðóíòàõ, ôiçèöi ïëàçìè, ìàòåìàòè-
÷íié áiîëîãi¨, ïðè âèâ÷åííi ðóõó ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê ó ïîëi ñèë ïðèâîäÿòü äî
ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿì.

Ïîðÿä iç ðîçâèòêîì òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ òåîðiÿ
çàäà÷ ç iìïóëüñíîþ äi¹þ. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè À.Ì. Ñàìîéëåíêîì Ì.Î. Ïå-
ðåñòþêîì [124] äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíîþ
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äi¹þ âèêîðèñòàíi Ì.I. Ìàòié÷óêîì òà éîãî ó÷íÿìè ïðè âèâ÷åííi çàäà÷ Êî-
øi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèùîãî ïîðÿäêó ç iìïóëüñíîþ äi¹þ, çàäà÷ äëÿ
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùîãî ïîðÿäêó ç iìïóëüñíèì âïëèâîì çà ÷à-
ñîâîþ çìiííîþ. Íèìè ïîáóäîâàíî òà âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó
êðàéîâèõ çàäà÷ òà êðàéîâèõ çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñèíãóëÿðíèõ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ñèñòåì, äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ñèñòåì â îáìåæå-
ííÿõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ îáëàñòÿõ.

Òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, áàãàòà ðåçóëüòàòàìè i àêòèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ â íàø
÷àñ. Ïîïóëÿðíiñòü òàêîãî ðîäó äîñëiäæåíü ïîâ'ÿçàíà ç ¨õ àêòèâíèì âèêîðè-
ñòàííÿì ïðè âèðiøåííi ïðîáëåì ïðèðîäîçíàâñòâà, çîêðåìà ãiäðî i ãàçîäèíàìi-
êè, ôiçèêè òåïëà, ôiëüòðàöi¨, äèôóçi¨, ïëàçìè, òåîði¨ áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié.
Îñíîâè òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè, ùî îïè-
ñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè âïåðøå ñèñòåìàòè÷íî îïèñàíî
â ìîíîãðàôi¨ Æ.-Ë. Ëiîíñà.

3.2 Çàäà÷à Äiðiõëå

3.2.1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé D � äîâiëüíà îáìåæåíà îáëàñòü ç ïðîñòîðó Rn ç ìåæåþ ∂D, dimD = n,
Ω � äåÿêà îáìåæåíà îáëàñòü, Ω ⊂ D, dimΩ ≤ n− 1, a L � äèôåðåíöiàëüíèé
âèðàç âèãëÿäó

L = ∂t −
n∑

i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x).

Â îáëàñòi Q = [t0, tN+1) × D ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨
u(x, t), ÿêà ïðè t ̸= tλ, λ ∈ {1, 2, ..., N}, t ̸= η, η ̸= tλ x ∈ D \ Ω çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿ

(Lu)(t, x) = f(t, x), (3.1)

óìîâè çà çìiííîþ t
u(t0, x) = φ0(x), (3.2)

u(tλ + 0, x)− u(tλ − 0, x) = bλ(x)u(tλ − 0, x) + φλ(x) (3.3)

òà êðàéîâó óìîâó
lim

x−→z∈∂D
[u(t, x)− g(t, x)] = 0, (3.4)

äå t0 < t1 < t2 < ... < tN < tN+1, t0 < η < tN+1.
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Ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (3.1) i êðàéîâî¨ óìîâè (3.4) ó
òî÷öi P (t, x) = Q \Q(0) áóäóòü õàðàêòåðèçóâàòè ôóíêöi¨ e1(γ

(1)
i , t), e2(γ

(2)
i , x):

e1(γ
(1)
i , t) =

{
|t− η|γ

(1)
i , ÿêùî |t− η| ≤ 1;

1, ÿêùî |t− η| ≥ 1,

e2(γ
(2)
i , x) =

{
ργ

(2)
i (x), ÿêùî ρ(x) ≤ 1;

1, ÿêùî ρ(x) ≥ 1,

ρ(x) = inf
z∈Ω

|x− z|, γ(ν)i ∈ (−∞,∞), ν ∈ {1, 2}, γ(ν) = (γ
(ν)
1 , . . . , γ

(ν)
n ),

γ = (γ(1), γ(2)), Q(0) = {(t, x)|t = η, x ∈ D} ∪ {(t, x)|t ∈ [t0, tN+1), x ∈ Ω}.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q(k) = [tk, tk+1)×D, Γ(k) = [tk, tk+1)×∂D k ∈ {0, 1, . . . N},

÷èñëà l, q(1), q(2), β(1), β(2), µ(1)j , µ(2)j � äiéñíi ÷èñëà, q(ν) ≥ 0, β(ν) ≥ 0, l ≥ 0,

µ
(ν)
j ≥ 0, j ∈ {0, 1, . . . , n}, [l] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà l, {l} = l − [l], P (t, x),
P1(t

(1), x(1)), P2(t
(2), x(1)), Ri(t

(2), x(2)) � äîâiëüíi òî÷êè iç Q(k), i ∈ {1, 2, . . . , n},
x(1) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i , . . . , x

(1)
n ), x(2) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i−1, x

(2)
i , x

(1)
i+1 . . . , x

(1)
n ).

Îçíà÷èìî ïðîñòîðè, â ÿêèõ âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à (3.1) � (3.4):
H l(β; γ; q;Q) - ìíîæèíà ôóíêöié u, ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi â Q(k) \

Q(0) ïðè t ̸= tλ âèãëÿäó ∂st ∂
r
x, 2s+ |r| ≤ [l], äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííà íîðìà

||u; β; γ; 0;Q||0 = sup
k
{sup
Q

(k)

|u|} ≡ ||u;Q||0,

||u; β; γ; q;Q||l = sup
k

{ ∑
2s+|r|≤[l]

||u; β; γ; q;Q(k)||2s+|r| + ⟨u; β; γ; q;Q(k)⟩l
}
≡

≡ sup
k

{ ∑
2s+|r|≤[l]

sup
P∈Q(k)

[e1(q
(1), t)e1((2s+ |r|)β(1), t)e2(q

(2), x)e2(2sβ
(2), x)×

×|∂st ∂rxu(P )|
n∏
i=1

e1(−riγ(1)i , t)e2(ri(β
(2) − γ

(2)
i ), x)

}
+

+sup
k

∑
2s+|r|=[l]

{ n∑
ν=1

[ sup
(P2Rν)⊂Q

(k)

[e1(q
(1), t(2))e1([l]β

(1), t(2))e2(q
(2), x̃)e2(2sβ

(2), x̃)×

×
n∏
i=1

e1(−riγ(1)i , t(2))e2(ri(β
(2)−γ(2)i ), x̃)|∂st ∂rxu(P2)−∂st ∂rxu(Rν)||x(1)ν −x(2)ν |−{l}×

×e1({l}γ(1)ν , t(2))e2({l}(β(2) − γ(2)ν ), x̃)] + sup
(P1P2)⊂Q

(k)

[e1(q
(1), t̃)e1(lβ

(1), t̃)×
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×e2(q(2), x(1))e2((2s+ {l})β(2), x(1))
n∏
i=1

e1(−riγ(1)i , t̃)e2(ri(β
(2) − γ

(2)
i ), x(1))×

×|t(1) − t(2)|−{ l
2}|∂st ∂rxu(P1)− ∂st ∂

r
xu(P2)| ]

}
,

äå |r| = r1 + · · ·+ rn i

e1(q, t̃) = min(e1(q, t
(1)), e1(q, t

(2))), e2(q, x̃) = min(e2(q, x
(1)), e2(q, x

(2))).

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷ (3.1) � (3.4) áóäåìî ïðîâîäèòè çà òàêèõ óìîâ:
à) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) i (t, x) ∈ Q\Q(0) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

π1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij(t, x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

äå π1, π2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ñòàëi, êðiì öüîãî, ïðèïóñêàòèìåìî, ùî
e1(µ

(1)
i , t)e2(µ

(2)
i , x)Ai ∈ Hα(β; γ; 0;Q), e1(µ

(1)
0 , t)e2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈ Hα(β; γ; 0;Q),

A0 > 0, e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)× e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij ∈ Hα(β; γ; 0;Q), Γ =

[t0, tN+1)× ∂D, ∂D ∈ C2+α;
á) f ∈ Hα(β; γ;µ0;Q), φ0 ∈ H2+α(β̃; γ̃; 0;D), β̃ = (0, β(2)), γ̃ = (0, γ(2)),

φλ ∈ H2+α(β̃; γ̃; 0;Q∩(t = tλ)), bλ ∈ C2+α(Q∩(t = tλ)), g ∈ H2+α(β; γ; 0;Q(λ)),
g(tλ+0, x)−g(tλ−0, x) = bλ(tλ, x)g(tλ−0, x)+φλ(tλ−0, x) äëÿ x ∈ Γ∩(t = tλ),

β(ν) = max{max
i

(1 + γ
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i − γ

(ν)
i ), µ

(ν)
0

2 }, ν ∈ {1, 2}.
Äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i (3.1)�(3.4) ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çà-

äà÷ ç ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ç ìíîæèíè îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèäiëèìî
çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�
(3.4).

3.2.2 Îöiíêà ðîçâ'ÿçêó

Íåõàé m = (m1,m2), m1 > 1, m2 > 1,

Q(k)
m = Q(k) ∩ {(t, x) ∈ Q(k) | e1(1, t) ≥ m−1

1 , e2(1, x) ≥ m−1
2 }

� ïîñëiäîâíîñòi îáëàñòåé, ÿêi ïðè m1 −→ ∞, m2 −→ ∞ çáiãàþòüñÿ äî Q(k), a

L1 ≡ ∂t −
n∑

ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x).
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Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Q çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöié um(t, x), ÿêi ïðè t ̸=
tλ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

(L1um)(t, x) = fm(t, x), (3.5)

óìîâè çà çìiííîþ t
um(t0 + 0, x) = φ(0)

m (x), (3.6)

um(tλ + 0, x)− um(tλ − 0, x) = bλ(tλ, x)um(tλ − 0, x) + φ(λ)
m (tλ, x) (3.7)

i êðàéîâó óìîâó
lim

x−→z∈∂D
[um(t, x)− gm(t, x)] = 0. (3.8)

Òóò êîåôiöi¹íòè aij, ai, a0, à òàêîæ ôóíêöi¨ fm, φ
(0)
m , φ(λ)

m , gm â îáëàñòÿõ

Q
(k)
m ñïiâïàäàþòü ç Aij, Ai, A0, f , φ0, φλ, g, âiäïîâiäíî, à â îáëàñòÿõ Q(k)\Q(k)

m

¹ íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì êîåôiöi¹íòiâ Aij, Ai, A0, i ôóíêöié f , φ0, φλ, g,

iç îáëàñòåé Q(k)
m â îáëàñòi Q(k)\Q(k)

m iç çáåðåæåííÿì ãëàäêîñòi i íîðìè [84, ñ.
82].

Òåîðåìà 3.1 Íåõàé â îáëàñòi Q âèêîíàíi óìîâè à), á) i um(t, x) � êëàñè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.5)�(3.8). Òîäi äëÿ um(t, x) ïðàâèëüía òàêà îöiíêà:

|um(t, x)| ≤
N∑
k=1

( N∏
λ=k

(1 + ||bλ;Q ∩ (t = tλ)||0)×

×(||φ(k−1)
m ;Q(k−1) ∩ (t = tk−1)||0 + ||fma−1

0 ;Q(k−1)||0 + ||gm;Q(k−1)||0)
)
+

+||φ(N)
m ;Q ∩ (t = tN)||0 + ||fma−1

0 ;Q(N)||0 + ||gm;Q(N)||0. (3.9)

3.2.3 Iíòåðïîëÿöiéíi íåðiâíîñòi

Ó ïðîñòîði C2+α(Q) ââåäåìî íîðìó ||um; β; γ; q;Q||l, åêâiâàëåíòíó ïðè ôi-
êñîâàíèõ m1, m2 ãåëüäåðîâié íîðìi, ÿêà âèðàæà¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i
||u; β; γ; q;Q||l, òiëüêè çàìiñòü ôóíêöié e1(q(1), t), e2(q(2), x) ïîêëàäåìî âiäïî-
âiäíî d1(q(1), t), d2(q(2), x).

Ìà¹ìî

∥um; β; γ; q;Q∥2+α = sup
k
(∥um; β; γ; q;Q(k)∥t,1+α

2
+ ∥um; β; γ; q;Q(k)∥x,2+α),

äå, íàïðèêëàä,

∥um; β; γ; q;Q(k)∥t,1+α
2
= sup

P∈Q(k)

|um(P )|+ sup
P∈Q(k)

(d1(2β
(1), t)d1(q

(1), t)d2(q
(2), x)×
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×d2(2β(2), x)|∂tum(P )|) + sup
(P1,P2)⊂Q(k)

{d1((2 + α)β(1), t)d1(q
(1), t)d2(q

(2), x̃)×

×d2((2 + α)β(2), x̃)|t(1) − t(2)|−
α
2 |∂tum(P1)− ∂tum(P2)|} ≡

≡ ∥um;Q(k)∥0 + ∥um; β; γ; q;Q(k)∥t,1 + ⟨um; β; γ; q;Q(k)⟩t,1+α.

∥um; β; γ; q;Q(k)∥2+α = sup
P∈Q(k)

|um(P )|+ sup
P∈Q(k)

n∑
i=1

(d1(q
(1), t)d1(β

(1) − γ
(1)
i , t)×

×d2(q(2), x)d2(β(2) − γ
(2)
i , x)|∂xium(P )|) + sup

P∈Q(k)

n∑
ij=1

(d1(β
(1) − γ

(1)
i , t)d1(q

(1), t)×

×d1(β(1) − γ
(1)
j , t)d2(q

(2), x)d2(β
(1) − γ

(1)
i , x)d2(β

(1) − γ
(1)
j , x)|∂xi∂xjum(P )|)+

+ sup
(P2,Rν)∈Q

(k)

n∑
ij=1

n∑
ν=1

d1(q
(1), t̃)d2(q

(2), x̃)d1(β
(1) − γ

(1)
i , t̃)d1(β

(1) − γ
(1)
j , t̃)×

×d2(β(2) − γ
(2)
i , x̃)d2(β

(2) − γ
(2)
j , x̃)d1(α(β

(1) − γ(1)ν ), t̃)d2(α(β
(2) − γ(2)ν ), x̃)×

×|x(1)ν − x(2)ν |−α|∂xi∂xjum(P2)− ∂xi∂xjum(Rν)| = ∥um;Q(k)∥0+

+∥um; β; γ; q;Q(k)∥x,1 + ∥um; β; γ; q;Q(k)∥x,2 + ⟨um; β; γ; q;Q(k)⟩x,2+α.

Ïðàâèëüíå òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.1 Íåõàé um ∈ H2+α(β; γ; 0;Q). Ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

∥um; β; γ; 0;Q∥1 ≤ ε1+α⟨um; β; γ; 0;Q⟩t, 1+α + c(ε)∥um;Q∥0,

∥um; β; γ; 0;Q∥2 ≤ εα⟨um; β; γ; 0;Q⟩x, 2+α + c(ε)∥um;Q∥0,

ε � áóäü-ÿêå äîäàòíå ÷èñëî, ε ∈ (0; 1), c � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä ε.

3.2.4 Óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçóþòü êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Äiðiõëå.

Òåîðåìà 3.2 ßêùî âèêîíàíi óìîâè à), á), òî äëÿ çàäà÷i (3.5) � (3.8) ïðà-
âèëüíà îöiíêà

∥um; β; γ; 0;Q∥2+α ≤ c

{
N∑
k=1

{ N∏
λ=k

(1 + ∥bλ∥C2+α(Q∩(t=tλ)))×

×(∥φ(k−1)
m ; β̃; γ̃; 0;Q ∩ (t = tk−1)∥2+α + ∥fm; β; γ;µ0;Q(k−1)∥α+
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+∥gm; β; γ; δ;Q(k−1)∥2+α)
}
+ ∥φ(N)

m ; β̃; γ̃; 0;Q ∩ (t = tN)∥2+α+

+∥fm; β; γ;µ0;Q(N)∥α + ∥gm; β; γ; 0;Q(N)∥2+α

}
. (3.10)

Òåîðåìà 3.3 Íåõàé äëÿ çàäà÷i (3.1)�(3.4) âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)�(3.4) iç ïðîñòîðó H2+α(β; γ; 0;Q) i ñïðàâäæó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||u; β; γ; 0;Q||2+α ≤ c
{ N∑

k=1

N∏
λ=k

(1 + ∥bλ;Q ∩ (t = tλ)∥0)×

×(||φk−1; β̃; γ̃; 0;Q ∩ (t = tk−1)||2+α + ||f ; β; γ;µ0;Q(k−1)||α+
+||g; β; γ; 0;Q(k−1)||2+α) + ||φN ; β̃; γ̃; 0;Q ∩ (t = tN)||2+α+

+||f ; β; γ;µ0;Q(N)||α + ||g; β; γ; 0;Q(N)||2+α
}
. (3.11)

3.3 Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ

Íåõàé η, t0, t1, ..., tN , tN+1 � ôiêñîâàíi ÷èñëà, 0 ≤ t0 < ... < tN+1, t0 < η < tN+1,
η ̸= tλ, λ ∈ {1, 2, ..., N}, D � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç ìåæåþ ∂D, dimD = n,
Ω � äåÿêà îáìåæåíà îáëàñòü, Ω ⊂ D, dimΩ ≤ n− 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q(0) =
{(t, x)|t ∈ [t0, tN+1), x ∈ Ω} ∪ {(t, x)|t = η, x ∈ D}, Q(k) = [tk, tk+1) × D, k ∈
{0, 1, ..., N}.

Â îáëàñòi Q = [t0, tN+1) × D ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨
u(x, t), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïðè t ̸= tλ, (t, x) ̸∈ Q(0) ðiâíÿííÿ

(Lu)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
i,j=1

Aij(t, x)∂xixj+

+
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x)
]
u(t, x) = f(t, x), (3.12)

óìîâè çà çìiííîþ t
u(t0 + 0, x) = φ0(x), (3.13)

u(tλ + 0, x)− u(tλ − 0, x) = ψλ(x)u(tλ − 0, x) + φλ(x) (3.14)

i êðàéîâó óìîâó
lim

x−→z∈∂D
(Bu− g)(t, x) ≡
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≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

bi(t, x)∂xiu+ b0(t, x)u− g(t, x)
]
= 0. (3.15)

Ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (3.12) i êðàéîâî¨ óìîâè (3.15)
ó òî÷öi P (t, x) = Q \Q(0) õàðàêòåðèçóâàòèìóòü ôóíêöi¨ e1(γ

(1)
i , t), e2(γ

(2)
i , x).

Îçíà÷èìî ïðîñòîðè, â ÿêèõ âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à (3.12)�(3.15). Ïîçíà÷èìî
÷åðåç H l(β; γ; δ; q;Q) ìíîæèíó ôóíêöié ïðîñòîðó H l(β; γ; q;Q), äëÿ ÿêèõ

β(ν) = max{max
i

(1 + γ
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i − γ

(ν)
i ), µ

(ν)
0

2 , δ
(ν)}.

Ââàæà¹ìî, ùî äëÿ çàäà÷i (3.12) � (3.15) âèêîíàíi òàêi óìîâè:

à) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn), ∀(t, x) ∈ Q\Q(0) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

π1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij(t, x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

π1, π2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ñòàëi òà e1(µ
(1)
i , t)e2(µ

(2)
i , x)Ai ∈

Hα(β; γ; δ; 0;Q), e1(µ
(1)
0 , t)e2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈ Hα(β; γ; δ; 0;Q),

A0 ≥ −a, a > 0, e1(δ
(1), t)e2(δ

(2), x)b0 ∈ H1+α(β; γ; δ; 0;Q),
e1(γ

(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij ∈ Hα(β; γ; δ; 0;Q),

e1(γ
(1)
i , t)e2(γ

(2)
i , x)bi ∈ H1+α(β; γ; δ; 0;Q), âåêòîðè

−→
b (e) = {b(e)1 , . . . , b

(e)
n },

b
(e)
i = e1(γ

(1)
i , t)e2(γ

(2)
i , x)bi i

−→s = {s1, . . . , sn}, si = bi(
n∑
i=1

b2i )
− 1

2 óòâîðþþòü ç

íàïðÿìêîì çîâíiøíüî¨ íîðìàëi −→n äî ∂D â òî÷öi P (t, x) ∈ Γ êóò ìåíøèé çà
π
2 , Γ = [t0, tN+1)× ∂D, b0(t, x)

∣∣∣
Γ
> 0;

á) f ∈ Hα(β; γ; δ;µ0;Q), φ0 ∈ H2+α(β̃; γ̃; δ; 0;D), γ̃ = (0, γ(2)), β̃ =
(0, β(2)), φλ ∈ H2+α(β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tλ)), ψλ ∈ C2+α(Q ∩ (t = tλ)), g ∈
H1+α(β; γ; δ; δ;Q(λ)), g(tλ+0, x)−g(tλ−0, x) = ψλ(x)g(tλ−0, x)+Bφλ(x) äëÿ

x ∈ Γ ∩ (t = tλ), Bφ0(x) = g(t0, x), x ∈ ∂D, lim
x−→z∈∂D

n∑
i=1

bi(tλ, x)∂xiψλ(x) = 0,

∂D ∈ C2+α, β(ν) = max{max
i

(1 + γ
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i − γ

(ν)
i ), µ

(ν)
0

2 , δ
(ν)}.

Âñòàíîâèìî îöiíêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.12) � (3.15).

Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Q çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöié um(t, x), ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü ïðè t ̸= tλ ðiâíÿííÿ
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(L1um)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xixj +
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
]
um = fm(t, x),

(3.16)
óìîâè çà çìiííîþ t

um(t0 + 0, x) = φ(0)
m (x), (3.17)

um(tλ + 0, x)− um(tλ − 0, x) = ψ(λ)
m (x)um(tλ − 0, x) + φ(λ)

m (x) (3.18)

i êðàéîâó óìîâó

lim
x−→z∈∂D

(B1um − gm)(t, x) =

= lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

hi(t, x)∂xium + h0(t, x)um − gm(t, x)
]
= 0. (3.19)

Òóò êîåôiöi¹íòè aij, ai, a0, hi, h0, à òàêîæ ôóíêöi¨ fm, φ
(0)
m , φ(λ)

m , gm â

îáëàñòÿõ Q(k)
m ñïiâïàäàþòü ç Aij, Ai, A0, bi, b0, f , φ0, φλ, g, âiäïîâiäíî, à â

îáëàñòÿõ Q(k)\Q(k)
m ¹ íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì êîåôiöi¹íòiâ Aij, Ai, A0, bi,

b0, i ôóíêöié f , φ0, φλ, g, iç îáëàñòåé Q
(k)
m â îáëàñòi Q(k)\Q(k)

m iç çáåðåæåííÿì
ãëàäêîñòi i íîðìè [84, ñ. 82] .

Ó ïðîñòîði C l(Q) ââåäåìî íîðìó ||um; β; γ; δ; q;Q||l, åêâiâàëåíòíó ïðè
ôiêñîâàíèõ m1, m2 ãåëüäåðîâié íîðìi, ÿêà âèðàæà¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i
||u; β; γ; δ; q;Q||l, òiëüêè çàìiñòü ôóíêöié e1(q

(1), t), e2(q(2), x) áåðåìî âiä-

ïîâiäíî d1(q
(1), t), d2(q

(2), x), äå d1(q
(1), t) = max(e1(q

(1), t),m−q(1)
1 ) ïðè

q(1) ≥ 0 i d1(q(1), t) = min(e1(q
(1), t),m−q(1)

1 ) ïðè q(1) < 0; d2(q(2), x) =

max(e2(q
(2), x),m−q(2)

2 ) ïðè q(2) ≥ 0 i d2(q(2), x) = min(e2(q
(2), x),m−q(2)

2 ) ïðè
q(2) < 0.

Äëÿ çàäà÷i (3.16)�(3.19) ïðàâèëüíi òàêi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.4 Íåõàé um(t, x) � êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.16)�(3.19) â
îáëàñòi Q i âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi äëÿ um(t, x) ïðàâèëüíà îöiíêà

|um(t, x)| ≤
N∑
k=1

{ N∏
λ=k

(1 + ||ψ(λ)
m ;Q ∩ (t = tλ)||0)(||φ(k−1)

m ;Q ∩ (t = tk−1)||0+

+||fma−1
0 ;Q(k−1)||0 + ||gmh−1

0 ;Q(k−1)||0)
}
+ ||φ(N)

m ;Q ∩ (t = tN)||0+

+||fma−1
0 ;Q(N)||0 + ||gmh−1

0 ;Q(N)||0. (3.20)
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Òåîðåìà 3.5 ßêùî âèêîíàíi óìîâè à), á), òî äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.16) �
(3.19) ïðàâèëüíà îöiíêà

||um; β; γ; δ; 0;Q||2+α ≤ c

{
N∑
k=1

{ N∏
λ=k

(1 + ||ψλ||C2+α(Q∩(t=tλ)))×

×(||φk−1; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tk−1)||2+α + ||f ; β; γ; δ;µ0;Q(k−1)||α+

+||g; β; γ; δ; δ;Q(k−1)||1+α)
}
+ ||φN ; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tN)||2+α+

+||f ; β; γ; δ;µ0;Q(N)||α + ||g; β; γ; δ; δ;Q(N)||1+α

}
. (3.21)

Òåîðåìà 3.6 Íåõàé äëÿ çàäà÷i (3.12)�(3.15) âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.12)�(3.15) iç ïðîñòîðó H2+α(β; γ; δ; 0;Q) i ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||u; β; γ; δ; 0;Q||2+α ≤ c
{ N∑

k=1

N∏
λ=k

(1 + ∥ψλ∥C2+α(Q∩(t=tλ)))×

×(||φk−1; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tk−1)||2+α + ||f ; β; γ; δ;µ0;Q(k−1)||α+

+||g; β; γ; δ; δ;Q(k−1)||1+α) + ||φN ; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tN)||2+α+

+||f ; β; γ; δ;µ0;Q(N)||α + ||g; β; γ; δ; δ;Q(N)||1+α
}
. (3.22)

3.4 Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó îäíîñòîðîííüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ u(t, x) â îáëàñòi Q = [t0, tN+1)×D,
ÿêà ïðè t ̸= tλ, (t, x) ̸∈ Q(0) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(Lu)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj+

+
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x)
]
u(t, x) = f(t, x), (3.23)

óìîâó çà çìiííîþ t
u(t0 + 0, x) = φ0(x), (3.24)

u(tλ + 0, x)− u(tλ − 0, x) = ψλ(x)u(tλ − 0, x) + φλ(x), (3.25)
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à íà ái÷íié ìåæi Γ = [t0, tN+1)× ∂D êðàéîâó óìîâó

lim
x−→z∈∂D

(Bu− g)(t, x) ≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
k=1

bk(t, x)∂xku+ b0(t, x)u− g(t, x)
]
≥ 0,

(3.26)
lim

x−→z∈∂D
u ≥ 0, lim

x−→z∈∂D
[u(Bu− g)](t, x) = 0. (3.27)

Ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ L i B ó òî÷öi
P (t, x) ∈ Q\Q(0) õàðàêòåðèçóâàòèìóòü ôóíêöi¨ e1(γ

(1)
i , t), e2(γ

(2)
i , x). Çàäà÷ó

(3.23) � (3.25) áóäåìî âèâ÷àòè â ïðîñòîði H l(β; γ; δ; q;Q).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ(1) ìíîæèíó òî÷îê ìåæi Γ, â ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim
x−→z∈∂D

u(t, x) = 0.

Òîäi ç êðàéîâî¨ óìîâè (3.27) âèïëèâà¹, ùî â òî÷êàõ Γ(2) = Γ\Γ(1) áóäå âèêî-
íóâàòèñü óìîâà

lim
x−→z∈∂D

(Bu− g)(t, x) = 0.

Íåõàé äëÿ çàäà÷i (3.23)�(3.25) âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
à) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn), ∀(t, x) ∈ Q\Q(0) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

π1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

Aij(t, x)e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)ξiξj ≤ π2|ξ|2, (3.28)

π1, π2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ñòàëi òà e1(µ
(1)
i , t)e2(µ

(2)
i , x)Ai ∈ Hα(β; γ; δ; 0;Q),

e1(µ
(1)
0 , t)e2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈ Hα(β; γ; δ; 0;Q), A0 ≥ 0, e1(δ(1), t)e2(δ(2), x)b0 ∈

H1+α(β; γ; δ; 0;Q), e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij ∈

Hα(β; γ; δ; 0;Q), e1(γ
(1)
i , t)e2(γ

(2)
i , x)bi ∈ H1+α(β; γ; δ; 0;Q), âåêòîðè

−→
b (e) = {b(e)1 , . . . , b

(e)
n }, b(e)i = e1(γ

(1)
i , t)e2(γ

(2)
i , x)bi i −→s = {s1, . . . , sn},

si = bi(
n∑
k=1

b2k)
− 1

2 óòâîðþþòü ç íàïðÿìêîì çîâíiøíüî¨ íîðìàëi −→n äî ∂D â

òî÷öi P (t, x) ∈ Γ(2) êóò ìåíøèé çà π
2 , b0(t, x)

∣∣∣
Γ(2)

> 0, ∂Ω ⊂ C2+α;

á) f ∈ Hα(β; γ; δ;µ0;Q), φk ∈ H2+α(β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tk)), γ̃ = (0, γ(1)),

β̃ = (0, β(2)), g ∈ H1+α(β; γ; δ; δ;Q(k)),
n∑
k=1

bk(t, x)
∂ψλ

∂xk
|Γ(2) = 0, [g(tλ + 0, x) −

g(tλ−0, x)(1+ψλ(x))−Bφλ(x)]|Γ(2) = 0, ψλ ∈ C2+α(Q∩(t = tλ)), φλ(x)|Γ(1) = 0,

β(ν) = max{max
i

(1 + γ
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i − γ

(ν)
i ), µ

(ν)
0

2 , δ
(ν)}.
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Cïî÷àòêó âñòàíîâèìî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü êðàéîâèõ çàäà÷ ç ãëàäêèìè
êîåôiöi¹íòàìè, ïîòiì ç ìíîæèíè îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèäiëèìî çáiæíó ïî-
ñëiäîâíiñòü, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.23)�(3.27).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé Q(k)
m = Q(k) ∩ {(t, x) ∈ Q(k) | e1(1, t) ≥

m−1
1 , e2(1, x) ≥ m−1

2 }, m = (m1,m2), m1 > 1, m2 > 1, ÿêi ïðè m1 −→ ∞,
m2 −→ ∞ çáiãàþòüñÿ äî Q(k).

Â îáëàñòi Q ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

(L1um)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj+

+
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
]
um(t, x) = fm(t, x), (3.29)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çà çìiííîþ t

um(t0 + 0, x) = φ(0)
m (x), (3.30)

um(tλ + 0, x)− um(tλ − 0, x) = ψ(λ)
m (x)um(tλ − 0, x) + φ(λ)

m (x)

i êðàéîâó óìîâó

lim
x−→z∈∂D

(B1um−gm)(t, x) ≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

hi(t, x)∂xium+h0(t, x)um−gm(t, x)
]
≥ 0,

lim
x−→z∈∂D

um ≥ 0, lim
x−→z∈∂D

[um(B1um − gm)] = 0. (3.31)

Òóò êîåôiöi¹íòè aij, ai, a0, hi, h0, ôóíêöi¨ fm, φ
(0)
m , φ(λ)

m , gm â îáëàñòÿõ Q(k)
m

ñïiâïàäàþòü ç Aij, Ai, A0, bi, b0, f , φ0, φλ, g, âiäïîâiäíî, à â îáëàñòÿõ Q(k)\Q(k)
m

¹ íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì êîåôiöi¹íòiâ Aij, Ai, A0, bi, b0 i ôóíêöié f , φ0,

φλ, g, iç îáëàñòåé Q
(k)
m â îáëàñòi Q(k)\Q(k)

m iç çáåðåæåííÿì ãëàäêîñòi i
íîðìè [84, ñ. 82].

Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.7 Íåõàé um(t, x) � êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.29)�(3.31) â
îáëàñòi Q i âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi äëÿ um(t, x) ïðàâèëüíà îöiíêà

|um(t, x)| ≤
N∑
k=1

{ N∏
λ=k

(1 + ||ψ(λ)
m ;Q ∩ (t = tλ)||0)(||φ(k−1)

m ;Q ∩ (t = tk−1)||0+

+||fma−1
0 ;Q(k−1)||0 + ||gmh−1

0 ;Q(k−1)||0)
}
+ ||φ(N)

m ;Q ∩ (t = tN)||0+

+||fma−1
0 ;Q(N)||0 + ||gmh−1

0 ;Q(N)||0. (3.32)
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Â îáëàñòÿõ Q(k) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

(L1um)(t, x) = fm(t, x), um(tk + 0, x) = G(k)
m (tk, x),

lim
x−→z∈∂D

[um(B1um − gm)] = 0, lim
x−→z∈∂D

(B1um − gm)(t, x) ≥ 0, (3.33)

lim
x−→z∈∂D

um(t, x) ≥ 0,

äå t ∈ [tk, tk+1), G
(0)
m (t0, x) = φ

(0)
m (x), x ∈ D, G(λ)

m (tk, x) = (1 + ψ
(λ)
m (x))um(tλ −

0, x) + φ
(λ)
m , x ∈ Q ∩ (t = tλ), λ ∈ {1, . . . , N}.

Â îáëàñòÿõ Q(k) ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.33) iñíó¹ i ¹äèíèé â ïðîñòîði
C2+α(Q(k)), [65].

Ïðàâèëüíi òàêi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.8 ßêùî âèêîíàíi óìîâè à), á), òî äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.29) �
(3.31) ïðàâèëüíà îöiíêà

∥um; β; γ; δ; 0;Q∥2+α ≤ c

{
N∑
k=1

{ N∏
λ=k

(1 + ∥ψλ∥C2+α(Q∩(t=tλ)))×

×(∥φk−1; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tk−1)||2+α + ||f ; β; γ; δ;µ0;Q(k−1)||α+

+||g; β; γ; δ; δ;Q(k−1)||1+α)
}
+ ||φN ; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tN)||2+α+

+||f ; β; γ; δ;µ0;Q(N)||α + ||g; β; γ; δ; δ;Q(N)||1+α

}
. (3.34)

Ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä m.

Òåîðåìà 3.9 Íåõàé äëÿ çàäà÷i (3.23)�(3.27) âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.23)�(3.27) iç ïðîñòîðó H2+α(β; γ; δ; 0;Q) i ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||u; β; γ; δ; 0;Q||2+α ≤ c
{ N∑

k=0

N∏
λ=k

(1 + ∥ψλ∥C2+α(Q∩(t=tλ)))×

×(||φk−1; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tk−1)||2+α + ||f ; β; γ; δ;µ0;Q(k−1)||α+

+||g; β; γ; δ; δ;Q(k−1)||1+α) + ||φN ; β̃; γ̃; 0; 0;Q ∩ (t = tN)||2+α+

+||f ; β; γ; δ;µ0;QN ||α + ||g; β; γ; δ; δ;QN ||1+α
}
. (3.35)
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó òàêi:
- çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi òà çàäà÷i

Äiðiõëå äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çi ñòåïåíåâèìè îñîáëè-
âîñòÿìè äîâiëüíîãî ïîðÿäêó â êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ òà ç iìïóëüñíîþ óìîâîþ
çà ÷àñîâîþ çìiííîþ ó ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ;

- âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ äëÿ ïàðàáî-
ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç äîâiëüíèì ñòåïåíåâèì âèðîäæåííÿì ó êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿ-
ííÿ òà êðàéîâèõ óìîâ çà ÷àñîâîþ i ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè òà ç iìïóëüñíîþ
óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ ó ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ çi ñòåïåíåâîþ âàãîþ,
ñòåïiíü ÿêî¨ çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó îñîáëèâîñòåé êîåôiöi¹íòiâ;

- âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ îäíîñòîðîííüî¨ êðà-
éîâî¨ çàäà÷i ç iìïóëüñíîþ óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî
ðiâíÿííÿ çi ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè äîâiëüíîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ i ïðî-
ñòîðîâèìè çìiííèìè â êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ i êðàéîâèõ óìîâ.

Öi ðåçóëüòàòè îäåðæàíi I.Ä. Ïóêàëüñüêèì ðàçîì ç Á.Î. ßøàíîì â [87, 70,
71, 66, 75, 88, 116, 120, 122].
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Ðîçäië 4

ÁÀÃÀÒÎÒÎ×ÊÎÂI ÇÀÄÀ×I ÄËß
ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç
ÂÈÐÎÄÆÅÍÍßÌ

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ áàãàòîòî÷êîâi çà ÷àñîâîþ çìiííîþ çàäà÷i Êîøi,
Äiðiõëå òà çàäà÷à çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî
ïîðÿäêó çi ñòåïåíåâèì âèðîäæåííÿì ó êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ i êðàéîâèõ óìîâ.
Êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ äîïóñêàþòü ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi äîâiëüíîãî ïîðÿäêó
çà áóäü - ÿêèìè çìiííèìè íà äåÿêié ìíîæèíi òî÷îê. Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi
óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äîâåäåíî çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó òà
àïðiîðíèõ îöiíîê â ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ çi ñòåïåíåâîþ âàãîþ. Ïîðÿäîê ñòå-
ïåíåâî¨ âàãè çàëåæèòü âiä ñòåïåíåâèõ îñîáëèâîñòåé êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ.

Êðiì öüîãî, òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ,
ùî îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ òà iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ çà ÷à-
ñîâîþ çìiííîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. Êîåôiöi¹íòè
ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ i êðàéîâî¨ óìîâè äîïóñêàþòü ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi
äîâiëüíîãî ïîðÿäêó çà áóäü-ÿêèìè çìiííèìè íà äåÿêié ìíîæèíi òî÷îê. Ðîç-
ãëÿíóòî âèïàäêè âíóòðiøíüîãî, ñòàðòîâîãî i ìåæîâîãî êåðóâàííÿ. Êðèòåðié
ÿêîñòi çàäà¹òüñÿ ñóìîþ îá'¹ìíèõ òà ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ. Çà äîïîìîãîþ
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó i àïðiîðíèõ îöiíîê âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü
ðîçâ'ÿçêó íåëîêàëüíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç âèðîäæåííÿì. Êðiì òî-
ãî äîñëiäæåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ùî îïèñó¹òüñÿ çà-
ãàëüíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ.
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4.1 Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿì

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ u(x, t) â îáëàñòi Π = [t0, tN+1)×Rn,
ÿêà ïðè t ̸= tλ, (t, x) ̸∈ Q(0) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ[

∂t −
n∑

i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x)
]
u(t, x) = f(t, x) (4.1)

i áàãàòîòî÷êîâi óìîâè çà çìiííîþ t

u(tk + 0, x) = φk(x), k ∈ {0, 1, ..., N}. (4.2)

Çàäà÷à (4.1), (4.2) âèâ÷à¹òüñÿ â ïðîñòîði H l(β; γ; q; Π), äå H l(β; γ; q; Π) �
ìíîæèíà ôóíêöié ïðîñòîðó L1(Π), ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi â
Π(k) \Q(0) i äëÿ ÿêèõ ¹ ïðàâèëüíîþ íîðìà, ÿêà âèçíà÷åíà â ï.3.2.

Çàäà÷ó áóäåìî äîñëiäæóâàòè ïðè âèêîíàííi òàêèõ óìîâ:
à) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn), ∀(t, x) ∈ Π\Q(0) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

c1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij(t, x)ξiξj ≤ c2|ξ|2,

äå c1, c2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ñòàëi òà e1(µ
(1)
i , t)e2(µ

(2)
i , x)Ai ∈

Hα(β; γ; 0; Π), e1(µ
(1)
0 , t)e2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈ Hα(β; γ; 0; Π), A0 ≥ −a,

a > 0, e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij ∈ Hα(β; γ; 0; Π),

β(ν) = max{max
i

(1 + γ
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i − γ

(ν)
i ), µ

(ν)
0

2 }, ν ∈ {1, 2}.

á) f ∈ Hα(β; γ;µ0; Π), φ0 ∈ H2+α(β̃; γ̃; 0;Rn), φλ ∈ H2+α(β̃; γ̃;µ0; Π ∩ (t =
tλ)), γ̃ = (0; γ(2)), β̃ = (0; β(2)).

Äëÿ òîãî, ùîá äîñëiäèòè çàäà÷ó (4.1), (4.2) ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ç ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1), (4.2).

Íåõàé Π
(k)
m = Π(k) ∩ {(t, x) ∈ Π(k) | e1(1, t) ≥ m−1

1 , e2(1, x) ≥ m−1
2 }, m =

(m1,m2), m1 > 1, m2 > 1 � ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé, ÿêà ïðè m1 −→ ∞,
m2 −→ ∞ çáiãà¹òüñÿ äî Π(k).

Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Π çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöié um(t, x), ÿêi ïðè t ̸=
tλ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

(L1um)(t, x) =
(
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj+
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+
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
)
um(t, x) = fm(t, x) (4.3)

i óìîâó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ t

um(tk + 0, x) = φ(k)
m (x), x ∈ Qk ∩ (t = tk). (4.4)

Òóò êîåôiöi¹íòè aij, ai, a0, à òàêîæ ôóíêöi¨ fm, φ
(k)
m â îáëàñòÿõ Π

(k)
m ñïiâ-

ïàäàþòü ç Aij, Ai, A0, f , φk, âiäïîâiäíî, à â îáëàñòÿõ Π(k)\Π(k)
m ¹ íåïåðåðâíèì

ïðîäîâæåííÿì êîåôiöi¹íòiâ Aij, Ai, A0, i ôóíêöié f , φk iç îáëàñòi Π
(k)
m â îáëà-

ñòi Π(k)\Π(k)
m iç çáåðåæåííÿì ãëàäêîñòi i íîðìè [84, ñ. 82].

Äëÿ çàäà÷i (4.3), (4.4) ïðàâèëüíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1 Íåõàé â îáëàñòi Π âèêîíàíi óìîâè à), á) i um(t, x) � êëàñè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.3), (4.4). Òîäi äëÿ um(t, x) ïðàâèëüíîþ ¹ òàêà îöiíêà

∥um; Π(k)∥0 ≤ ∥φ(k)
m ; Π(k) ∩ (t = tk)∥0 + ∥fma−1

0 ; Π(k)∥0. (4.5)

Òåïåð çíàéäåìî îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ um(t, x). Ó ïðîñòîði C l(Π) ââåäåìî íîðìó
∥um; β; γ; q; Π∥l, åêâiâàëåíòíó ïðè ôiêñîâàíèõ m1, m2 ãåëüäåðîâié íîðìi, ÿêà
âèðàæà¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ∥u; β; γ; q; Π∥l, òiëüêè çàìiñòü ôóíêöié e1(q(1), t),
e2(q

(2), x) ïîêëàäåìî âiäïîâiäíî d1(q(1), t), d2(q(2), x), äå d1(q(1), t) òà d2(q(2), x)
ìàþòü òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ÿê i â ï.3.3.

Ïðàâèëüíi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2 ßêùî âèêîíàíi óìîâè à), á), òî äëÿ çàäà÷i (4.3), (4.4) ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥um; β; γ; 0; Π(k)∥2+α ≤ c(∥f ; β; γ;µ0; Π(k)∥α+

+∥φk; β̃; γ̃; 0; Π(k) ∩ (t = tk−1)∥2+α). (4.6)

Òåîðåìà 4.3 Íåõàé äëÿ çàäà÷i (4.1), (4.2) âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1), (4.2) iç ïðîñòîðó H2+α(β; γ; 0; Π) i ïðàâèëüíà
òàêà îöiíêà

||u; β; γ; 0; Π||2+α ≤ c sup
k∈(0,1,...,N)

(∥φk; β̃; γ̃; 0; Π ∩ (t = tk)∥2+α+

+∥f ; β; γ;µ0; Π(k)∥α). (4.7)
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4.2 Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à Äiðiõëå

Â îáëàñòi Q = [t0, tN+1)×D ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ u(x, t),

ÿêà ïðè (t, x) ∈ Q \ (Q(0)

N⋃
k=0

(Q(k) ∩ (t = tk))) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(Lu)(t, x) =
[
∂t −

n∑
i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x)
]
u(t, x) =

= f(t, x), (4.8)

áàãàòîòî÷êîâó óìîâó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ

u(tk + 0, x) = φk(x), x ∈ D\Ω, k ∈ {0, 1, . . . , N}, (4.9)

i êðàéîâó óìîâó

u|Γ = g(t, x), Γ = [t0, tN+1)× ∂D. (4.10)

Çàäà÷ó (4.8) - (4.10) áóäåìî äîñëiäæóâàòè â ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði
H l(β; γ; q;Q).

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷i (4.8) � (4.10) áóäåìî ïðîâîäèòè çà òàêèõ îáìåæåíü:
à) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

π1|ξ|2 ≤
n∑

ij=1

Aij(t, x)e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

π1, π2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ñòàëi, e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij(P ) ∈

Hα(β; γ; 0;Q), e1(µ
(1)
i , t)e2(µ

(2)
i , x)Ai ∈ Hα(β; γ; 0;Q), e1(µ

(1)
0 , t)e2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈

Hα(β; γ; 0;Q), A0 ≥ −b, b ≥ 0, β(ν) = max{max
i

(1+γ
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i −γ(ν)i ), µ

(ν)
0

2 },
ν ∈ {1, 2}.

á) f ∈ Hα(β; γ;µ0;Q), φk(x) ∈ H2+α(β; γ; ; 0;Q ∩ (t = tk)), k ∈
{0, 1, . . . , N}, φk(x)|Γ(k) = g(tk, x)|Γk

, g(t, x) ∈ H2+α(β; γ; 0; Γk), Γ(k) =
[tk, tk+1]×D, ∂D ∈ C2+α.

Âñòàíîâèìî îöiíêó ðîçâ`ÿçêó çàäà÷i (4.8) � (4.10). Íåõàé Q
(k)
m = Q(k) ∩

{(t, x) ∈ Q(k) | e1(1, t) ≥ m−1
1 , e2(1, x) ≥ m−1

2 , t ∈ [tk, tk+1)}, m1 > 1, m2 > 1 �
ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé, ÿêà ïðèm1 −→ ∞,m2 −→ ∞ çáiãà¹òüñÿ äî Q(k)\Q(0).

Â îáëàñòi Q(k) áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ um(t, x),
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(L1um)(t, x) ≡
(
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
)
um =
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= fm(t, x), t ∈ (tk, tk+1), x ∈ D, (4.11)

óìîâó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ

um(tk + 0, x) = φ(k)
m (x), x ∈ Q(k) ∩ (t = tk), (4.12)

i êðàéîâó óìîâó
um|Γ(k) = gm(t, x). (4.13)

Êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó L1 îçíà÷åíi ó ï. 3.2.
Ó çàäà÷i (4.11) � (4.13) âèêîíà¹ìî çàìiíó

um(t, x) = g̃m(t, x) + vm(t, x)e
µt, (4.14)

äå g̃m(t, x) ¹ íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ gm(t, x) iç Γ(k) â îáëàñòü
Q(k), µ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó µ > b. Òîäi vm(t, x) â îáëàñòi Q(k) çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿ

(L1vm)(t, x) ≡
(
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + (a0(t, x) + µ)
)
vm =

= e−µt(fm(t, x)− (L1g̃m)(t, x)) ≡ Fm(t, x), (4.15)

óìîâè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ i êðàéîâó óìîâó:

vm(tk + 0, x) = (φ(k)
m (x)− g̃m(tk, x))e

−µtk ≡ Φ(k)
m (tk, x),

vm|Γk
= 0. (4.16)

Òåîðåìà 4.4 Íåõàé vm(t, x) � êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.15)�(4.16) â
îáëàñòi Q i âèêîíóþòüñÿ óìîâè à), á). Òîäi äëÿ vm(t, x) cïðàâäæó¹òüñÿ
îöiíêà

∥vm;Q(k)∥0 ≤ ∥φ(k)
m ;Q(k) ∩ (t = tk)∥0 + ∥Fm(a0 + µ)−1;Q(k)∥. (4.17)

Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (4.17) ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1
iç ï 1.2, òîáòî àíàëiçóþòüñÿ óñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ äîäàòíîãî ìàêñèìóìó i
âiä'¹ìíîãî ìiíiìóìó ðîçâ'ÿçêó vm(t, x) â îáëàñòi Q(k).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïóíêòó ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi íàñòóïíèõ òâåð-
äæåíü.

Òåîðåìà 4.5 ßêùî âèêîíàíi óìîâè à), á), òî äëÿ çàäà÷i (4.15), (4.16) ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥vm; β; γ; 0;Q(k)∥2+α ≤ c(∥f ; β; γ;µ0;Q(k)∥α+

+∥φk; β̃; γ̃; 0;Q ∩ (t = tk)∥2+α + ∥g; β; γ; 0; Γ(k)∥1+α). (4.18)
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Òåîðåìà 4.6 Íåõàé äëÿ çàäà÷i (4.8)�(4.10) âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.8)�(4.10) iç ïðîñòîðó H2+α(β; γ; 0;Q) i ¹ ïðàâèëü-
íîþ òàêà îöiíêà:

||u; β; γ; 0;Q||2+α ≤ c sup
k∈{0,1,...,N}

(
∥φk; β̃; γ̃; 0;Q ∩ (t = tk)∥2+α+

+∥f ; β; γ;µ0;Q(k)∥α + ∥g; β; γ; 0; Γ(k)∥1+α
)
. (4.19)

Òåîðåìà 4.7 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè à), á), f ∈ Hα(β; γ; 0;Q), A0 > 0.
Òîäi ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.8) � (4.10) ó ïðîñòîði H2+α(β; γ; 0;Q) âè-
çíà÷à¹òüñÿ â îáëàñòÿõ Q(k), k ∈ {0, 1, . . . , N}, iíòåãðàëàìè Ñòiëòü¹ñà ç
áîðåëiâñüêîþ ìiðîþ:

u(t, x) = u
(k)
1 + u

(k)
2 + u

(k)
3 =

∫
Q(k)

G
(k)
1 (t, x; dτ, dξ)f(τ, ξ)+

+

∫
Q∩(t=tk)

G
(k)
2 (t, x; dξ)φ(ξ) +

∫
Γ(k)

G
(k)
3 (t, x; dτ, dξS)g(τ, ξ), (4.20)

i êîìïîíåíòè G
(k)
1 , G

(k)
2 , G

(k)
3 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

0 ≤
∫
Q(k)

G
(k)
1 (t, x; dτ, dξ) ≤ ∥A−1

0 ;Q(k)∥0,

0 ≤
∫

Q∩(t=tk)

G
(k)
2 (t, x; dξ) ≤ 1, 0 ≤

∫
Γ(k)

G
(k)
3 (t, x; dτ, dξS) ≤ 1, (4.21)

äå (t, x) ∈ Q(k).

4.3 Áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ

Â îáëàñòi Q = [t0, tN+1)×D ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ u(t, x)
ÿêà ïðè t ̸= tk, (t, x) ̸∈ Q(0) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(Lu)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj+

+
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x)
]
u(t, x) = f(t, x), (4.22)
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áàãàòîòî÷êîâó óìîâó çà çìiííîþ t

u(tk + 0, x) = φk(x), x ∈ D\Ω, k ∈ {0, 1, . . . , N} (4.23)

i êðàéîâó óìîâó
lim

x−→z∈∂D
(Bu− g)(t, x) ≡

≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

bi(t, x)∂xiu+ b0(t, x)u− g(t, x)
]
= 0. (4.24)

Ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ L i B ó òî÷öi
P (t, x) ∈ Q\Q(0) õàðàêòåðèçóâàòèìóòü ôóíêöi¨ e1(γ

(1)
i , t), e2(γ

(2)
i , x).

Çàäà÷ó (4.22) � (4.24) áóäåìî äîñëiäæóâàòè çà òàêèõ óìîâ:
à) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn), ∀(t, x) ∈ Q\Q(0) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

π1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

Aij(t, x)e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)ξiξj ≤ π2|ξ|2, (4.25)

π1, π2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ñòàëi, |ξ|2 =
n∑
i=1

ξ2i , e1(µ
(1)
i , t)e2(µ

(2)
i , x)Ai ∈

Hα(β; γ; δ; 0;Q), i ∈ {0, . . . , n}, A0 ≥ −a, a > 0, e1(δ(1), t)e2(δ(2), x)b0 ∈
H1+α(β; γ; δ; 0;Q), e1(γ

(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij ∈

Hα(β; γ; δ; 0;Q), e1(γ
(1)
i , t)e2(γ

(2)
i , x)bi ∈ H1+α(β; γ; δ; 0;Q), âåêòîðè

−→
b (e) = {b(e)1 , . . . , b

(e)
n }, äå b(e)i = e1(γ

(1)
i , t)e2(γ

(2)
i , x)bi) i −→s = {s1, . . . , sn},

si = bi(
n∑
k=1

b2k)
− 1

2 óòâîðþþòü ç íàïðÿìêîì çîâíiøíüî¨ íîðìàëi −→n äî ∂D â

òî÷öi P (t, x) ∈ Γ êóò ìåíøèé çà π
2 , Γ = [t0, tN+1)× ∂D, b0(t, x)

∣∣∣
Γ
> 0;

á) f ∈ Hα(β; γ; δ;µ0;Q), φk ∈ H2+α(β̃; γ̃; δ; 0;Q∩(t = tk)), γ̃ = (0, γ(2)), β̃ =
(0, β(2)), g ∈ H1+α(β; γ; δ; δ;Q(k)), k ∈ {0, 1, . . . , N}, lim

x−→z∈∂D
(Bφk− g)(tk, x) =

0, β(ν) = max{max
i

(1 + γ
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i − γ

(ν)
i ), µ

(ν)
0

2 , δ
(ν)}, ν ∈ {1, 2}.

Íåõàé Q(k)
m = Q(k) ∩ {(t, x) ∈ Q(k) | e1(1, t) ≥ m−1

1 , e2(1, x) ≥ m−1
2 }, m =

(m1,m2), mi > 1, ÿêi ïðè mi −→ ∞, çáiãàþòüñÿ äî Q(k).
Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Q = [t0, tN+1)×D çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ

(L1um)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj+

66



+
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
]
um(t, x) = fm(t, x), (4.26)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü áàãàòîòî÷êîâi óìîâè çà çìiííîþ t

um(tk + 0, x) = φ(k)
m (x), k ∈ {0, 1, . . . , N}, (4.27)

à íà ái÷íié ïîâåðõíi � êðàéîâó óìîâó

lim
x−→z∈∂D

(B1um − gm)(t, x) ≡

≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

hi(t, x)∂xium + h0(t, x)um − gm(t, x)
]
= 0. (4.28)

Êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ L1 i B1 îçíà÷åíi ó ï.3.3.

Òåîðåìà 4.8 Íåõàé um(t, x) � êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.26)�(4.28) â
îáëàñòi Q i âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi äëÿ um(t, x) ïðàâèëüíà îöiíêà

|um(t, x)| ≤ sup
k
(∥φ(k)

m ;Q∩(t = tk)∥0+∥fma−1
0 ;Q(k)∥0+∥gmh−1

0 ;Q(k)∥0). (4.29)

Äîâåäåííÿ öi¹¨ îöiíêè ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.1 ï.3.2.
Ïðàâèëüíi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.9 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè à), á). Òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
(4.26) � (4.28) ¹ ïðàâèëüíîþ îöiíêà

∥um; β; γ; δ; 0;Q∥2+α ≤ c sup
k
(∥φ(k)

m ; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tk)||2+α+

+∥fm; β; γ; δ;µ0;Q(k)∥α + ∥gm; β; γ; δ; 0;Q(k)∥1+α + ∥um;Q(k)∥0). (4.30)

Òåîðåìà 4.10 Íåõàé äëÿ çàäà÷i (4.22)�(4.24) âèêîíóþòüñÿ óìîâè à), á). Òî-
äi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.22)�(4.24) iç ïðîñòîðó H2+α(β; γ; δ; 0;Q)
i ¹ ïðàâèëüíîþ òàêà íåðiâíiñòü:

∥u; β; γ; δ; 0;Q||2+α ≤ c sup
k

(
∥f ; β; γ; δ;µ0;Q(k)∥α+

+∥φk; β̃; γ̃; δ; 0;Q ∩ (t = tk)∥2+α + ∥g; β; γ; δ; δ;Q(k)∥1+α
)
. (4.31)

ßêùî f ∈ Hα(β; γ; δ; 0;Q(k)), g ∈ H1+α(β; γ; δ; 0;Q(k)). i äëÿ çàäà÷i (4.22)�
(4.24) âèêîíóþòüñÿ óìîâè à), á), òî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.22)�(4.24) â
îáëàñòi Q(k) âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëàìè Ñòiëòü¹ñà ç áîðåëiâñüêîþ ìiðîþ:

u(t, x) =

∫
Q(k)

G
(k)
1 (t, x; dτ, dξ)f(τ, ξ)+
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+

∫
D

G
(k)
2 (t, x; dξ)φk(ξ) +

∫
Γ(k)

G
(k)
3 (t, x; dτ, dξS)g(τ, ξ), (4.32)

êîìïîíåíòè ÿêî¨ G
(k)
1 , G

(k)
2 , G

(k)
3 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi∣∣∣ ∫

Q(k)

G
(k)
1 (t, x; dτ, dξ)

∣∣∣ ≤ ∥A−1
0 ;Q(k)∥0,

∣∣∣ ∫
D

G
(k)
2 (t, x; dξ)

∣∣∣ ≤ 1,
∣∣∣ ∫
Γ(k)

G
(k)
3 (t, x; dτ, dξS)

∣∣∣ ≤ ∥b−1
0 ;Q(k)∥. (4.33)

4.4 Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè íåëîêàëüíî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i ç iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ

Íåõàé D îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç ìåæåþ ∂D, dimD = n, Ω � äåÿêà îáìåæåíà
îáëàñòü, Ω ⊂ D, dimΩ ≤ n− 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q(0) = {(t, x)|t ∈ [0, T ]), x ∈
Ω} ∪ {(t, x), t = η, x ∈ D}, η ∈ (0, T ), Γ = [0, T )× ∂Ω.

Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Q = [0, T )×D çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöié (u, q),
q = (q1, q2, q3), íà ÿêèõ ôóíêöiîíàë

I(q) =

T∫
0

dt

∫
D

F1(t, x;u(t, x; q), q1(t, x))dx+

∫
D

F2(x;u(T, x; q), q2(x))dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

F3(t, x;u(t, x; q), q3(t, x))dxS (4.34)

äîñÿãà¹ ìiíiìóìó â êëàñi ôóíêöié q ∈ V = {q|q1 ∈ Cα(Q), q2 ∈ C2+α(D), q3 ∈
C1+α(Q), ν11(t, x) ≤ q1 ≤ ν12(t, x), ν21(t, x) ≤ q2 ≤ ν22(t, x), ν31(t, x) ≤ q3 ≤
ν32(t, x), }, iç ÿêèõ u(t, x; q1(t, x), q2(x), q3(t, x)) çàäîâîëüíÿ¹ ïðè (t, x) ∈ Q(0) =
Q\Q(0) ðiâíÿííÿ

(Lu)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
i,j=1

Aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A0(t, x)
]
u =

= f(t, x; q1(t, x)), (4.35)

iíòåãðàëüíó óìîâó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ

(Bu)(x) ≡ u(0, x; q) +

T∫
0

R(τ, x)u(τ, x; q)dτ = φ(x; q2(x)) (4.36)
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i íà ái÷íié ïîâåðõíi Γ êðàéîâó óìîâó

lim
x−→z∈∂D

(B1u− ψ)(t, x) = lim
x−→z∈∂D

[ n∑
k=1

bk(t, x)∂xku(t, x; q)+

+b0(t, x)u(t, x; q)− ψ(t, x, q3(t, x))
]
= 0. (4.37)

Ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ L i B1 ó òî÷öi
P (t, x) ∈ Q\Q(0) õàðàêòåðèçóâàòèìóòü ôóíêöi¨ e1(γ

(1)
i , t), e2(γ

(2)
i , x).

Îçíà÷èìî ïðîñòîðè, â ÿêèõ âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à (4.34)�(4.37). Ïîçíà÷èìî
÷åðåç C l(β; γ; δ; q;Q) ìíîæèíó ôóíêöié u, ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi â
Q(0) âèãëÿäó ∂st ∂

r
x, 2s+ |r| ≤ [l], äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííà íîðìà

||u; β; γ; δ; 0;Q||0 = {sup
Q

|u|} ≡ ||u;Q||0,

||u; β; γ; δ; q;Q||l =
∑

2s+|r|≤[l]

||u; β; γ; δ; q;Q||2s+|r| + ⟨u; β; γ; δ; q;Q⟩l,

äå, íàïðèêëàä,

||u; β; γ; δ; q;Q||2s+|r| ≡ sup
P∈Q

[e1(q
(1) + 2sγ(1), t)e2(q

(2) + 2sγ(2), x)|∂st ∂rxu(P )|×

×
n∏
i=1

e1(ri(γ
(1) − β

(1)
i ), t)e2(ri(γ

(2) − β
(2)
i ), x)],

⟨u; β; γ; δ; q;Q(k)⟩l ≡
∑

2s+|r|=[l]

{ n∑
ν=1

[ sup
(P2Rν)⊂Q

[e1(q
(1)+2sγ(1), t(2))e2(q

(2)+2sγ(2), x̃)×

×
n∏
i=1

e1(ri(γ
(1) − β

(1)
i ), t(2))e2(ri(γ

(2) − β
(2)
i ), x̃)|∂st ∂rxu(P2)− ∂st ∂

r
xu(Rν)|×

×|x(1)ν − x(2)ν |−{l}e1({l}(γ(1) − β(1)
ν ), t(2))e2({l}(γ(2) − β(2)

ν ), x̃)]+

+ sup
(P1P2)⊂Q

[e1(q
(1) + lγ(1), t̃)e2(q

(2) + (2s+ {l})γ(2), x(1))
n∏
i=1

e1(−riβ(1)
i , t̃)×

×e2(ri(γ(2) − β
(2)
i ), x(1))|t(1) − t(2)|−{ l

2}|∂st ∂rxu(P1)− ∂st ∂
r
xu(P2)| ]

}
,

|r| = r1 + · · ·+ rn, e1(q, t̃) = min(e1(q, t
(1)), e2(q, t

(2))),
e2(q, x̃) = min(e2(q, x

(1)), e2(q, x
(2))).
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Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ çàäà÷i (4.34)�(4.37) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

à) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn), ∀(t, x) ∈ Q\Q(0) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

π1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

Aij(t, x)e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)ξiξj ≤ π2|ξ|2, (4.38)

π1, π2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ñòàëi òà e1(µ
(1)
i , t)e2(µ

(2)
i , x)Ai ∈ Cα(β; γ; δ; 0;Q),

e1(µ
(1)
0 , t)e2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈ Cα(β; γ; δ; 0;Q), A0 ≥ 0, e1(δ(1), t)e2(δ(2), x)b0 ∈

C1+α(β; γ; δ; 0;Q), e1(γ
(1)
i , t)e1(γ

(1)
j , t)e2(γ

(2)
i , x)e2(γ

(2)
j , x)Aij ∈ Cα(β; γ; δ; 0;Q),

e1(γ
(1)
i , t)e2(γ

(2)
i , x)bi ∈ C1+α(β; γ; δ; 0;Q), âåêòîðè

−→
b (e) = {b(e)1 , . . . , b

(e)
n },

b
(e)
i = e1(γ

(1)
i , t)e2(γ

(2)
i , x)bi i

−→s = {s1, . . . , sn}, si = bi(
n∑
i=1

b2i )
− 1

2 óòâîðþþòü

ç íàïðÿìêîì çîâíiøíüî¨ íîðìàëi −→n äî ∂D â òî÷öi P (t, x) ∈ Γ êóò ìåí-

øèé çà π
2 , Γ = [t0, tN+1) × ∂D, b0(t, x)

∣∣∣
Γ(2)

> 0, lim
x−→z∈∂D

n∑
k=1

bk(t, x)
∂R(t,x)
∂xk

=

0, lim
x−→z∈∂D

[ψ(0, x; q3(0, x)) +
T∫
0

R(t, x)ψ(t, x; q3(t, x))dt − B1φ(x, q2(x))] = 0;

sup
x∈D

T∫
0

|R(t, x)|dt ≤ λ0 < 1, R(t, x) ∈ C2+α(D), ∂D ∈ C2+α, µ(ν)i ≥ 0, i ∈

{0, 1, . . . , n}, δ(ν) ≥ 0, γ(ν)i ∈ (−∞;∞), β(ν) = max{max
i

(1 + γ
(ν)
i ),max

i
(β(ν) −

γ
(ν)
i ), µ

(ν)
0

2 , δ
(ν)}, ν ∈ {1, 2};

á) ν11 ∈ Cα(Q), ν12 ∈ Cα(Q), f(t, x; q1(t, x)) ≡ F (t, x) ∈ Cα(β; γ; δ;µ0;Q),
ν21 ∈ C2+α(D), ν22 ∈ C2+α(D), φ(x; q2(x)) ≡ Φ(x) ∈ C2+α(β̃; γ̃; δ; 0;D), ν31 ∈
C1+α(Q), ν32 ∈ C1+α(Q), ψ(t, x; q3(t, x)) ≡ G(t, x) ∈ C1+α(β; γ; δ; δ;Q);

â) ôóíêöi¨ F1(t, x;u; q1), f(t, x; q1(t, x)), F2(x;u; q2), φ(x; q2(x)),
F3(t, x;u; q3), ψ(t, x; q3(t, x)) ìàþòü ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó çà çìiííèìè
(u; q1), (u, q2), (u, q3), ÿêi íàëåæàòü ÿê ôóíêöi¨ çìiííèõ (t, x), x âiäïîâiäíî
ïðîñòîðàì Cα(Q), C2+α(D), C1+α(Γ).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ïîñëiäîâíiñòü êðàéîâèõ çàäà÷ ç ãëàäêèìè êîåôi-
öi¹íòàìè òà âñòàíîâèìî ¨õ êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü. Ç ìíîæèíè îäåðæàíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ âèäiëèìî çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.35)�(4.37).

Íåõàé Qm = Q∩{(t, x) ∈ Q | e1(1, t) ≥ m−1
1 , e2(1, x) ≥ m−1

2 },m = (m1,m2),
m1 > 1, m2 > 1 � ïîñëiäîâíîñòi îáëàñòåé, ÿêi ïðè m1 −→ ∞, m2 −→ ∞
çáiãàþòüñÿ äî Q.
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Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Q çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

(L1um)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj +
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)
]
um(t, x) =

= fm(t, x; q1), (4.39)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çà çìiííîþ t

(Bum)(x) = φm(x; q2) (4.40)

i êðàéîâó óìîâó
lim

x−→z∈∂D
(B2um − ψm)(t, x) ≡

≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

hi(t, x)∂xium + h0(t, x)um − ψm(t, x; q3)
]
= 0. (4.41)

Òóò êîåôiöi¹íòè aij, ai, a0, hi, h0, ôóíêöi¨ fm, φm, ψm â îáëàñòi Qm ñïiâïà-
äàþòü ç Aij, Ai, A0, bi, b0, f , φ, ψ, âiäïîâiäíî, à â îáëàñòi Q\Qm ¹ íåïåðåðâíèì
ïðîäîâæåííÿì êîåôiöi¹íòiâ Aij, Ai, A0, bi, b0, i ôóíêöié f , φ, ψ iç îáëàñòi Qm

â îáëàñòü Q\Qm iç çáåðåæåííÿì ãëàäêîñòi i íîðìè [84, ñ. 82].
Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.39)�(4.41) ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.11 Íåõàé um(t, x) � êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.39)�(4.41) â
îáëàñòi Q i âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi äëÿ um(t, x) ïðàâèëüíà îöiíêà

∥um;Q∥0 ≤ c∥φm;D∥0 + ∥fm;Q∥0 + ∥ψm;Q∥0). (4.42)

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ãðóíòó¹òüñÿ íà àíàëiçi âñiõ ìîæëèâèõ ðîçìiùåíü
äîäàòíîãî ìàêñèìóìó i âiä'¹ìíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨ um(t, x).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (G(1)
m (t, x, τ, ξ), G

(2)
m (t, x, τ, ξ)), ôóíêöiþ Ãðiíà êðàéîâî¨ çà-

äà÷i
(L1um)(t, x) = fm(t, x; q1),

um(0, x) = φm(x; q2), (4.43)

lim
x−→z∈∂D

(B2um − ψm)(t, x) = 0.

Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.12 Íåõàé âèêîíàíi óìîâè à), á). Òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i

(4.39) � (4.41) (E(1)
m , E

(2)
m ) i ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

um(t, x) =

T∫
0

dτ

∫
D

E(1)
m (T, t, x, τ, ξ)fm(τ, ξ; q1)dξ+

∫
D

E(1)
m (T, t, x, 0, ξ)φm(ξ; q2)dξ+
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+

t∫
0

dτ

∫
∂D

E(2)
m (T, t, x, τ, ξ)ψm(τ, ξ; q3)dξS+ (4.44)

+

t∫
0

dτ

∫
D

G(1)
m (t, x, τ, ξ)fm(τ, ξ)dξ +

∫
D

G(1)
m (t, x, 0, ξ)φm(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
∂D

G(2)
m (t, x, τ, ξ)ψm(τ, ξ)dξS.

Â îáëàñòi Q ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

(L1um)(t, x) = fm(t, x; q1), um(0, x) = Gm(x),

lim
x−→z∈∂D

(B2um − ψm)(t, x) = 0, (4.45)

äå Gm(x) = φm(x; q2)−
T∫
0

R(τ, x)um(τ, x)dτ.

Â îáëàñòi Q ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.45) iñíó¹ i ¹äèíèé â ïðîñòîði
C2+α(Q), [?, ñ. 125]. Çíàéäåìî îöiíêè ïîõiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ um(t, x).

Òåîðåìà 4.13 ßêùî âèêîíàíi óìîâè à), á), òî äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.39)
� (4.41) ïðàâèëüíà îöiíêà

||um; β; γ; δ; 0;Q||2+α ≤ c(∥φ; β̃; γ̃; δ; 0;D∥2+α + ∥f ; β; γ; δ;µ0;Q∥α+

+∥ψ; β; γ; δ; δ;Q∥1+α). (4.46)

Ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä m.

Òåîðåìà 4.14 Íåõàé äëÿ çàäà÷i (4.35)�(4.37) âèêîíàíi óìîâè à), á). Òî-
äi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.35)�(4.37) iç ïðîñòîðó 2+α(β; γ; δ; 0;Q)
i ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||u; β; γ; δ; 0;Q||2+α ≤ c(||f ; β; γ; δ;µ0;Q||α + ||φ; β̃; γ̃; δ; 0;D||2+α+

+||ψ; β; γ; δ; δ;Q||1+α). (4.47)

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (4.34) �
(4.37) ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.34) � (4.37).
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Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Q çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöié (um, q), íà ÿêèõ ôóí-
êöiîíàë

I(q) =

T∫
0

dt

∫
D

F1(t, x;um, q1)dx+

∫
D

F2(x;um, q2)dx+

+

T∫
0

dt

∫
D

F3(t, x;um, q3)dxS (4.48)

äîñÿãà¹ ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ â êëàñi ôóíêöié q ∈ V , äå um çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿ (4.39), iíòåãðàëüíó óìîâó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ (4.40) i íà ái÷íié ïî-
âåðõíi Γ êðàéîâó óìîâó (4.41).
Ïîçíà÷èìî

µ1(τ, ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

E(1)
m (T, t, x, τ, ξ)

∂F1(t, x;um; q1)

∂um
dx+

+

T∫
τ

dt

∫
D

G(1)
m (t, x, τ, ξ)

∂F1(t, x;um; q1)

∂um
dx+

+

∫
D

(E(1)
m (T, T, x, 0, ξ) +G(1)

m (T, x, 0, ξ))
∂F2(x;um; q2)

∂um
dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

E(1)
m (T, t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um; q3)

∂um
dxS+

+

T∫
τ

dt

∫
∂D

G(1)
m (t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um; q3)

∂um
dxS,

µ2(ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

(E(1)
m (T, t, x, 0, ξ) +G(1)

m (t, x, 0, ξ))
∂F1(t, x;um; q1)

∂um
dx+

+

∫
D

(E(1)
m (T, T, x, 0, ξ) +G(1)

m (T, x, 0, ξ))
∂F2(x;um, q2)

∂um
dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

(E(1)
m (T, t, x, 0, ξ) +G(1)

m (t, x, 0, ξ))
∂F3(t, x;um; q3)

∂um
dxS,
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µ3(τ, ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

E(2)
m (T, t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um, q3)

∂um
dx+

+

T∫
τ

dt

∫
D

G(2)
m (t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um, q3)

∂um
dx+

∫
D

(E(2)
m (T, T, x, 0, ξ)+

+G(2)
m (T, x, 0, ξ))

∂F2(x;um, q2)

∂um
dx+

T∫
0

dt

∫
∂D

E(2)
m (T, t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um, q3)

∂um
dx+

+

T∫
τ

dt

∫
∂D

G(2)
m (t, x, τ, ξ)

∂F3(t, x;um; q3)

∂um
dxS,

H1(um, µ1, q1) ≡ F1(t, x;um, q1) + µ1(t, x)fm(t, x, q1),

H2(um, µ2, q2) ≡ F2(x;um, q2) + µ2(x)φm(x, q2),

H3(um, µ3, q3) ≡ F3(t, x;um, q3) + µ3(x)ψm(t, x, q3),

q(0) = (q
(0)
1 , q

(0)
2 , q

(0)
3 ) � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ,

um(t, x, q
(0)) � îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.43).

Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.15 ßêùî ∂qkHk(um, µk, qk) > 0, òî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ q
(0)
k =

νk1, k ∈ {1, 2, 3}. ßêùî ∂qνHk(um, µk, qk) < 0, òî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

q
(0)
k = νk2, k ∈ {1, 2, 3}.

Íåõàé óìîâè Òåîðåìè 4.15 íå âèêîíàíi. Òîäi ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.16 Äëÿ òîãî, ùîá q
(0)
k áóëè îïòèìàëüíèìè, íåîáõiäíî òà äîñòà-

òíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè:
1) ôóíêöi¨ Hk(um, µk, qk) çà àðãóìåíòîì qk ìàþòü â òî÷öi q

(0)
k ìiíiìàëüíå

çíà÷åííÿ;
2) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (e

(1)
k , e

(2)
k ) ̸= 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

∂2umFk(t, x;um; q
(0)
k )(e

(1)
k )2 + 2∂qk∂umFk(t, x;um; q

(0)
k )e

(1)
k e

(2)
k +

+∂2qkFk(t, x;um; q
(0)
k )(e

(2)
k )2 > 0, k ∈ {1, 3}

∂2umF2(x;um; q
(0)
2 )(e

(1)
2 )2 + 2∂q2∂umF2(x;um; q

(0)
2 )e

(1)
2 e

(2)
2 +

+∂2q2F2(x;um; q
(0)
2 )(e

(2)
2 )2 > 0.
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Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.16. ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäèêè ïðàöi [65].
Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â çàäà÷i (4.39) � (4.41), (4.48) ïðè m1 −→ ∞, m2 −→
∞ îäåðæèìî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.34) � (4.37).

4.5 Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â áàãàòîòî÷êîâié êðàéîâié

çàäà÷i äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü

Äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ùî îïèñó¹òüñÿ çà-
ãàëüíîþ áàãàòîòî÷êîâîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.
Ðîçãëÿíóòî âèïàäêè âíóòðiøíüîãî, ñòàðòîâîãî i ìåæîâîãî êåðóâàííÿ. Êðè-
òåðié ÿêîñòi çàäà¹òüñÿ ñóìîþ îá'¹ìíèõ òà ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ. Çà äîïî-
ìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ âñòà-
íîâëåíî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàãàëüíî¨
áàãàòîòî÷êîâî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Çíàéäåíî îöií-
êè ðîçâ'ÿçêiâ áàãàòîòî÷êîâî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i òà éîãî ïîõiäíèõ â ãåëüäåðîâèõ
ïðîñòîðàõ. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè, ùî îïèñó¹òüñÿ çàãàëüíîþ áàãàòîòî÷êîâîþ êðàéîâîþ çàäà-
÷åþ äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé t0, t1, . . . , tN+1 � äîâiëüíi ÷èñëà, 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tN+1, D �
îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç ìåæeþ ∂D, Γ = [t0, tN+1)×∂D. Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi
Q = [t0, tN+1)×D çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöié (u, q), q = (q1, q2, q3), íà ÿêèõ
ôóíêöiîíàë

I(q) =

tN+1∫
t0

dt

∫
D

F1(t, x;u, q1)dx+

∫
D

F2(x, u(t1, x; q), . . . , u(tN , x; q), q2)dx+

+

tN+1∫
t0

dt

∫
∂D

F3(t, x;u, q3)dxS (4.49)

äîñÿãà¹ ìiíiìóìó â êëàñi ôóíêöié q ∈ V =
{
q|q1 ∈ Cα(Q), q2 ∈ C2b+α(D),

q3 ∈ C2b−ri+α(Γ), ν11(t, x) ≤ q1 ≤ ν12(t, x), ν21(x) ≤ q2 ≤ ν22(x), ν31(t, x) ≤
q3 ≤ ν32(t, x)

}
, iç ÿêèõ u(t, x; q1(t, x), q2(x), q3(t, x)) çàäîâîëüíÿ¹ ïðè (t, x) ∈ Q

ðiâíÿííÿ

(Lu)(t, x) ≡

Dt −
∑
|k|≤2b

Ak(t, x)D
k
x

u = f0(t, x; q1(t, x)), (4.50)
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íåëîêàëüíó óìîâó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ

(Bu)(x) ≡ u(t0, x; q) +
N∑
j=1

dj(x)u(tj, x; q) = φ(x; q2(x)) (4.51)

i íà ái÷íié ïîâåðõíi Γ êðàéîâó óìîâó

(Biu)(t, x)|Γ ≡

∑
|k|≤ri

b
(i)
k (t, x)Dk

x

u|Γ = fi(t, x; q3(t, x)), (4.52)

0 ≤ ri ≤ 2b− 1, i ∈ {1, 2, . . . , b}, |k| = k1 + k2 + . . .+ kn, Dk
x = Dk1

x1
Dk2
x2
. . . Dkn

xn
.

Áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè òàêi óìîâè:
à) êðàéîâà çàäà÷à (4.50)�(4.52) ïàðàáîëi÷íà [28] i Ak(t, x) ∈ C l+α(Q),

b
(i)
k (t, x) ∈ C2b−ri+l+α(Γ), di(x) ∈ C2b+α(D), ∂D ∈ C2b+l+α, l = 4b − 2r + 1,
r = min

i
ri;

á) ôóíêöi¨ φ(x; q2(x)) ∈ C2b+α(D), f0(t, x; q1(t, x)) ∈ Cα(Q),
fi(t, x; q3(t, x)) ∈ C2b−ri+α(Γ), (Biφ)(0, x)|Γ = fi(0, x; q3(0, x));

â) f0(t, x; q1(t, x)) = r0(t)ψ0(x, q1(x)), fi(t, x; q3(t, x)) =
ri(t)ψi(x, q3(x)), F1(t, x;u(t, x; q), q1), F2(x; v⃗), v⃗ = {v1, . . . , vN+1} =
{u(t1, x; q), u(t2, x; q), . . . , u(tN , x; q), q2}, F3(t, x;u(t, x; q), q3) ìàþòü ïîõiäíi
äðóãîãî ïîðÿäêó çà çìiííèìè (u; q1, q2, q3), ÿêi íàëåæàòü, ÿê ôóíêöi¨ çìiííèõ
(t, x), x âiäïîâiäíî ïðîñòîðàì Cα(Q), C2b+α(D), C2b−ri+α(Γ), ν1l ∈ Cα(Q),
ν2l ∈ C2b+α(D), ν3l ∈ C2b−ri+α(Γ), l ∈ {1, 2, 3}.

Çà óìîâ íàêëàäåíèõ íà ãëàäêiñòü êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (4.50) i êðàéîâèõ
óìîâ (4.52), iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà (G0, G1, . . . , Gb) êðàéîâî¨ çàäà÷i ([28], òåîðå-
ìà 1)

(Lω)(t, x) = f0(t, x; q1), ω(t0, x; q) = φ(x; q2), (Biω)(t, x)|Γ = fi(t, x; q3),
(4.53)

çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.53) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ω(t, x; q) =

t∫
t0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1)dξ +

∫
D

G0(t, x, t0, ξ)φ(ξ, q2)dξ+

+
b∑
i=1

t∫
t0

dτ

∫
∂D

Gi(t, x, τ, ξ)fi(τ, ξ; q3)dξS. (4.54)

ßêùî l ≥ 0 i âèêîíàíi óìîâè à), á), òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 [28] iñíó¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.53) â ïðîñòîði C2b+α(Q) ïðè äîâiëüíèõ q ∈ V i äëÿ íüîãî
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ïðàâèëüíà îöiíêà

∥ω∥C2b+α(Q) ≤ c

(
∥φ∥C2b+α(D) + ∥f0∥Cα(Q) +

b∑
i=1

∥fi∥C2b−ri+α(Γ)

)
. (4.55)

Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.17 Íåõàé âèêîíàíi óìîâè à), á),

N∑
j=1

|dj(x)|
∫
D

|G0(tj, x, t0, ξ)|dξ ≤ λ0 < 1.

Òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i (4.50)�(4.52) ç êîìïîíåíòàìè
(G0, G1, . . . , Gb;Z0, Z1, . . . , Zb), ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u(t, x, q) =

t∫
t0

dτ

∫
D

G0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1)dξ +

∫
D

G0(t, x, t0, ξ)φ(ξ; q2)dξ+

+
b∑
i=1

t∫
t0

dτ

∫
∂D

Gi(t, x, τ, ξ)fi(τ, ξ; q3)dξS+

+
N∑
j=1

 t∫
t0

dτ

∫
D

Z0(tj, t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ; q1)dξ +

∫
D

Z0(tj, t, x, t0, ξ)φ(ξ; q2)dξ+

+
b∑
i=1

t∫
t0

dτ

∫
∂D

Zi(tj, t, x, τ, ξ)fi(τ, ξ; q3)dξS

 (4.56)

i äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.50)�(4.52) ïðàâèëüíà îöiíêà

∥u∥C2b+α(Q) ≤ c

(
∥f0∥Cα(Q) + ∥φ∥C2b+α(D) +

b∑
i=1

∥fi∥C2b−ri+α(Γ)

)
. (4.57)

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Â îáëàñòi Q ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
(4.49)�(4.52). Áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêîíàíi óìîâè à), á), â).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

λ1(ξ) =

tN+1∫
t0

dt

t∫
t0

r0(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u)

∂u
G0(t, x, τ, ξ)dx+

tN+1∫
t0

dt
N∑
j=1

tj∫
t0

r0(τ)dτ×
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×
∫
D

∂F1(t, x;u)

∂u
Z0(tj, t, x, τ, ξ)dx+

N∑
k=1

 tk∫
t0

r0(τ)dτ

∫
D

∂F2(x, v⃗)

∂vk
G0(tk, x, τ, ξ)dx+

+
N∑
j=1

tj∫
t0

r0(τ)dτ

∫
D

∂F2(x, v⃗)

∂vk
Z0(tj, tk, x, τ, ξ)dx

+ tN+1∫
t0

dt

t∫
t0

r0(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u)

∂u
×

×G0(t, x, τ, ξ)dx+

tN+1∫
t0

dt
N∑
j=1

tj∫
t0

r0(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u)

∂u
Z0(tj, t, x, τ, ξ)dx,

λ2(ξ) =

tN+1∫
t0

dt

∫
D

∂F1(t, x;u)

∂u

[
G0(t, x, t0, ξ) +

N∑
j=1

Z0(tj, t, x, t0, ξ)

]
dx+

+
N∑
k=1

∫
D

∂F2(x, v⃗)

∂vk

[
G0(tk, x, τ, ξ) +

N∑
j=1

Z0(tj, tk, x, t0, ξ)

]
dx+

+

tN+1∫
t0

dt

∫
∂D

∂F3(t, x;u)

∂u

[
G0(t, x, t0, ξ) +

N∑
j=1

Z0(tj, t, x, t0, ξ)

]
dx,

µi(ξ) =

tN+1∫
t0

dt

t∫
t0

ri(τ)dτ

∫
D

∂F1(t, x;u)

∂u
Gi(t, x, τ, ξ)dx+

tN+1∫
t0

dt

N∑
j=1

tj∫
t0

ri(τ)dτ×

×
∫
D

∂F1(t, x;u)

∂u
Zi(tj, t, x, τ, ξ)dx+

N∑
k=1

 tN+1∫
t0

ri(τ)dτ

∫
D

∂F2(x, v⃗)

∂vk
Gi(tk, x, τ, ξ)dx+

+
N∑
j=1

tk∫
t0

ri(τ)dτ

∫
D

∂F2(x, v⃗)

∂vk
Zi(tj, tk, x, τ, ξ)dx

+ tN+1∫
t0

dt

t∫
t0

ri(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u)

∂u
×

×Gi(t, x, τ, ξ)dxS +

tN+1∫
t0

dt
N∑
j=1

tj∫
t0

ri(τ)dτ

∫
∂D

∂F3(t, x;u)

∂u
Zi(tj, t, x, τ, ξ)dxS,

i ∈ {1, 2, . . . , b},

H1(ξ, u, λ1, q1) = λ1(ξ)f0(ξ; q1(ξ)) +

tN+1∫
t0

F1(t, ξ;u, q1)dt,

78



H2(ξ, u, λ2, q2) = λ2(ξ)φ(ξ; q2(ξ)) + F2(ξ, v⃗),

H3(ξ, u, µ, q3) =
b∑
i=1

µi(ξ)ψi(ξ; q3(ξ)) +

tN+1∫
t0

F3(t, ξ;u, q3)dt,

q(0) =
(
q
(0)
1 , q

(0)
2 , q

(0)
3

)
� îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, u(t, x; q(0)) � îïòèìàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.49)�(4.52).
Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.18 Íåõàé âèêîíàíi óìîâè à)�â). Òîäi
1) ÿêùî DqlHl > 0, l ∈ {1, 2, 3}, òî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ q(0) =

(ν11, ν21, ν31);
2) ÿêùî DqlHl > 0, l ∈ {1, 2}, ∂q3H3 < 0, òî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

q(0) = (ν11, ν21, ν32);
3) ÿêùî Dq1H1 > 0, Dq2H2 < 0, Dq3H3 < 0, òî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

q(0) = (ν11, ν22, ν32);
4)ÿêùî DqlHl < 0, l ∈ {1, 2, 3}, òî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ q(0) =

(ν12, ν22, ν32).

Íåõàé óìîâè Òåîðåìè 4.18 íå âèêîíàíi. Òîäi ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.19 Íåõàé âèêîíàíi óìîâè à)�â). Äëÿ òîãî, ùîá êåðóâàííÿ q(0) =(
q
(0)
1 , q

(0)
2 , q

(0)
3

)
áóëî îïòèìàëüíèì, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâà-

ëèñü óìîâè:
1) ôóíêöi¨ Hl(ξ, u, λl, qk), l ∈ {1, 2}, H3(ξ, u, µ, q3) çà àðãóìåíòàìè qk, k ∈

{1, 2, 3} ìàþòü â òî÷öi q(0)k ìiíiìàëüíi çíà÷åííÿ;

2) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà
(
l
(1)
m , l

(2)
m

)
̸= 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

D2
uFm

(
t, x;u, q(0)m

)(
l(1)m

)2
+ 2DuDqmFm

(
t, x;u, q(0)m

)
l(1)m l(2)m +

+D2
qm
Fm

(
t, x;u, q(0)m

)(
l(2)m

)2
> 0, m ∈ {1, 3};

3) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (l1, l2, . . . , lN+1) ̸= 0 âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

N+1∑
ij=1

D2
vivj
F2(x, v⃗)lilj > 0.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.19 ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäèêè äîâåäåííÿ
Òåîðåìè 2.14 [68].
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Äîñëiäæåíi áàãàòîòî÷êîâi çàäà÷i Êîøi, Äiðiõëå òà çàäà÷à çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ
äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèðîäæóþòüñÿ äîâiëüíèì ÷è-
íîì çà ÷àñîâîþ çìiííîþ ó ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè
íà äåÿêié ìíîæèíi òî÷îê.

Ïðè öüîìó, îäåðæàíi òàêi ðåçóëüòàòè:
- âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà îöiíêà ðîçâ'ÿçêó áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i Êîøi

äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ìàþòü äîâiëüíi ñòåïåíåâi îñî-
áëèâîñòi çà ÷àñîâîþ i ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè;

- âñòàíîâëåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïàðàáî-
ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ìàþòü ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi äîâiëüíîãî
ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâèìì çìiííèìè;

- çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çi ñêiñíîþ ïîõi-
äíîþ äëÿ âèðîäæåíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè
â êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ òà êðàéîâî¨ óìîâè.

Äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ çi
ñêiñíîþ ïîõiäíîþ òà iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ âèðîäæå-
íîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó:

- âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà çíàéäåíî îöiíêè ¨¨ ðîçâ'ÿçêó;
- ñôîðìóëüîâàíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i

òà àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.
Ðåçóëüòàòè ï.ï. 4.1�4.3 îäåðæàíi I.Ä. Ïóêàëüñüêèì ðàçîì ç Á.Î. ßøàíîì

â [72, 74, 89, 77, 90, 76, 117, 118, 119, 72] à ï. 4.4 i ï. 4.5 � I.Ä. Ïóêàëüñüêèì
ðàçîì ç I.Ï. Ëóñòå â [73, 29, 121, 69, 67].
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Ðîçäië 5

ÇÀÄÀ×I ÒÅÐÌÎÅËÅÊÒÐÈÊÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ îáåðíåíà çàäà÷à òåðìîåëåêòðèêè â çîíàëüíî-
íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi íà îñíîâi óçàãàëüíåíîãî ïiäõîäó äî îïèñó òåðìî-
åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Âèâ÷à¹òüñÿ ìîæëèâiñòü êåðóâàòè âèõðîâèìè òåðìîåëå-
êòðè÷íèìè ñòðóìàìè â òàêîìó ñåðåäîâèùi. Çíàéäåíî àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
öi¹¨ çàäà÷i òà ðîçðîáëåíî ÷èñëîâèé ìåòîä çíàéõîäæåííÿ éîãî íàáëèæåíîãî
çíà÷åííÿ.

Òàêîæ, ðîçãëÿíóòî ïîáóäîâó óòâîðþþ÷î¨ ôóíêöi¨ òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ
äëÿ äâîâèìiðíîãî ãiðîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà ñïðîùó¹ çíàõîäæåííÿ ðîç-
ïîäiëiâ òåìïåðàòóðè, ïîòåíöiàëó i ñòðóìó, íåîáõiäíèõ äëÿ ñòâîðåííÿ ãiðîòðî-
ïíèõ òåðìîåëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ óòâîðþþ÷î¨ ôóí-
êöi¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ âèõðîâèõ ñòðóìiâ ó ïëîñêîìó ãiðîòðîïíîìó ñåðåäîâèùi.

5.1 Îáåðíåíà çàäà÷à òåðìîåëåêòðèêè äëÿ çîíàëüíî-

íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà

5.1.1 Âñòóï

Â ðîáîòàõ [3, 4, 51, 52, 104] áóëè ñòâîðåíi óçàãàëüíåíi òåîðåòè÷íi çàñàäè îïèñó
òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ i òåõíîëîãiÿ âèíàéäåííÿ íîâèõ òèïiâ òåðìîåëåìåí-
òiâ. Îñíîâîþ öèõ çàñàä ¹ ìåòîäè êåðóâàííÿ âèõðîâèìè òåðìîåëåêòðè÷íèìè
ñòðóìàìè ó íåîäíîðiäíèõ òà àíiçîòðîïíèõ òåðìîåëåêòðè÷íèõ ñåðåäîâèùàõ.

Íà âiäìiíó âiä ïðÿìèõ çàäà÷ òåîði¨ âåêòîðíèõ ïîëiâ ó òåðìîåëåêòðè÷íîìó
ñåðåäîâèùi, îáåðíåíi çàäà÷i ïîëÿãàþòü ó çíàõîäæåííi óìîâ, çà ÿêèõ âèíèêà-
þòü íàïåðåä çàäàíi ðîçïîäiëè ãóñòèíè âèõðîâèõ òåðìîåëåêòðè÷íèõ ñòðóìiâ
j(r) = f(r), äå âåêòîðíà ôóíêöiÿ f(r) ðàäióñ-âåêòîðà r íàïåðåä çàäàíà. Ìåòîþ
äàíî¨ ðîáîòè ¹ îáãðóíòóâàííÿ êîðåêòíîñòi ïîñòàíîâêè ðîçâ'ÿçêiâ îáåðíåíèõ
çàäà÷ òåðìîåëåêòðèêè, ç'ÿñóâàííÿ iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷,
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ïîøóê ìåòîäiâ çíàõîäæåííÿ ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ íåîäíîðiäíèõ, ãiðîòðîïíèõ
i àíiçîòðîïíèõ ñåðåäîâèù.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó îáåðíåíà çàäà÷à òåðìîåëåêòðèêè ôîðìóëþ¹òüñÿ â
òàêèé ñïîñiá. Çàäàíî â ïðîñòîði îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü D, çàïîâíåíó ïðîâiäíèì
ñåðåäîâèùåì, ÿêå õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òåíçîðàìè ïèòîìîãî åëåêòðè÷íîãî îïîðó
ρ̂(r), òåðìîÅÐÑ α̂(r), ùî âiäîìèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä ðàäióñ-âåêòîðà r. Â
öié îáëàñòi D çàäàíî âåêòîðíå ïîëå ãóñòèíè ñòðóìó ó âèãëÿäi íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ j(r) = f(r).

Îáåðíåíà çàäà÷à òåðìîåëåêòðèêè ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òåì-
ïåðàòóð T (r) (àáî âåêòîðíîãî ïîëÿ ãðàäi¹íòó òåìïåðàòóðè ∇T (r)), ùî ç íå-
îáõiäíiñòþ ïðèçâîäèòü äî ñòâîðåííÿ â îáëàñòi D çàäàíîãî ðîçïîäiëó ñòðóìiâ.

Ó ñòàöiîíàðíèõ óìîâàõ rotα̂∇T = −J(r), äå âåêòîðíå ïîëå J(r) =
rot (ρ̂j(r)) âiäîìå, îñêiëüêè âiäîìi ρ̂(r) i j(r). Ïðè öüîìó divE = 4Πδ(r), äå
δ(r) � ãóñòèíà åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ α̂(r)∇T îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi äâi äè-
ôåðåíöiàëüíi âåëè÷èíè � ðîòîð i äèâåðãåíöiÿ öüîãî ïîëÿ. Ç òåîði¨ âåêòîðíèõ
ïîëiâ âiäîìà òåîðåìà Ãåëüìãîëüöà, ÿêà òâåðäèòü, ùî çàäà÷à çíàõîäæåííÿ íå-
âiäîìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ¹ êîðåêòíîþ, ÿêùî âiäîìi éîãî ðîòîð i äèâåðãåíöiÿ.
Îòæå, áóäå êîðåêòíîþ i çàäà÷à ïîøóêó ïîëÿ ãðàäi¹íòà òåìïåðàòóðè ∇T (r) i
ðîçïîäiëó òåìïåðàòóð T (r), îñêiëüêè öi âåëè÷èíè çàâæäè ìîæíà âèçíà÷èòè ç
α̂(r)∇T äëÿ âiäîìîãî α̂(r). Òèì ñàìèì äîâåäåíî êîðåêòíiñòü ïîñòàíîâêè îáåð-
íåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè i òîé ôàêò, ùî ¨¨ ðiøåííÿ iñíó¹, ÿêùî íàïåðåä
çàäàíèé ðîçïîäië ñòðóìiâ çàäîâîëüíÿ¹ çàêîí çáåðåæåííÿ çàðÿäó. Äîâåäåíî òà-
êîæ, ùî ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè ¹ ¹äèíèì, àëå ç òî÷íiñòþ
äî äîâiëüíîãî ïàñèâíîãî ðîçïîäiëó òåìïåðàòóð Tρ(r). ×àñòèííi ðîçâ'ÿçêè çà-
ëåæàòü âiä ñòðóêòóðè òåíçîðiâ α̂(r), ρ̂(r) i çíàõîäÿòüñÿ ðiçíèìè ìåòîäàìè äëÿ
ñåðåäîâèù ðiçíîãî õàðàêòåðó (íåîäíîðiäíîãî, ãiðîòðîïíîãî, àíiçîòðîïíîãî).

Ðîçâ'ÿçêè ÎÇÒ äîçâîëÿþòü ó âiäïîâiäíîñòi ç ðîçðîáëåíîþ ó [3, 52] òåõíîëî-
ãi¹þ âèíàéäåííÿ òåðìîåëåìåíòiâ âèçíà÷àòè ç óçàãàëüíåíî¨ ìîäåëi òåðìîåëå-
êòðè÷íîãî ïåðåòâîðþâà÷à åíåðãi¨ êîíôiãóðàöiþ ðîáî÷îãî òiëà òåðìîåëåìåíòà,
ðîçòàøóâàííÿ íàãðiâíèêiâ i îõîëîäæóâà÷iâ íà éîãî ïîâåðõíi, òà ðîçìiùåííÿ
åëåêòðè÷íèõ êîíòàêòiâ òåðìîåëåìåíòà ç çîâíiøíiì êîëîì íà åêâiïîòåíöiàëü-
íèõ òà içîòåðìi÷íèõ ïîâåðõíÿõ.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî àíàëiòè÷íi òà ÷èñåëüíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ
ÎÇÒ äëÿ çîíàëüíî-íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèù ìîäåëüíî¨ ñòðóêòóðè.

Â íàéáiëüø çàãàëüíié ôiçè÷íié ìîäåëi íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà êiíåòè÷íi
êîåôiöi¹íòè α, σ, κ ¹ ôóíêöiÿìè ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò x, y, z. Ó çîíàëüíî-
íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi öi ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiÿìè Õåâiñàéäà, ùî â ìåæàõ
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êîæíî¨ çîíè âiä ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò ÿâíî íå çàëåæàòü i ìàþòü ñêií÷åíèé
ñòðèáîê íà ãðàíèöÿõ çîí. Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó âèêîðèñòàíî äâîêîìïî-
íåíòíó ôiçè÷íó ìîäåëü çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç äâîõ çîí i õàðàêòåðèçó¹òüñÿ êiíåòè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè α1, σ1, κ1 òà α2,
σ2, κ2. Ñàìå äëÿ òàêîãî ñåðåäîâèùà ó öüîìó ðîçäiëi áóäå çíàéäåíî ðîçâ'ÿçêè
ÎÇÒ.

5.1.2 Íåîáõiäíiñòü çàñòîñóâàííÿ óçàãàëüíåíî¨ òåõíîëîãi¨ âèíàéäå-
ííÿ íîâèõ òèïiâ òåðìîåëåìåíòiâ äî çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîãî
òåðìîåëåìåíòà

Íà îñíîâi óçàãàëüíåíî¨ òåîði¨ òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ åíåðãi¨, ðîçâè-
íóòî¨ â ðîáîòàõ [3, 4, 51] ðîçðîáëåíà ìåòîäèêà âèíàéäåííÿ òåðìîåëåêòðè÷íèõ
ïåðåòâîðþâà÷iâ åíåðãi¨.

Ïåðøèì êðîêîì ìåòîäèêè ¹ âèáið ïî÷àòêîâèõ óìîâ, äî ÿêèõ íàëåæàòü
âèáið òåðìîåëåêòðè÷íîãî ñåðåäîâèùà ïiä äi¹þ çîâíiøíiõ ôiçè÷íèõ ïîëiâ (ìà-
ãíiòíîãî, åëåêòðè÷íîãî, ïîëÿ ìåõàíi÷íèõ íàïðóã), à òàêîæ âèáið êîíôiãóðàöi¨
ñòðóìó, ùî ïðîòiêà¹ â òåðìîåëåìåíòi. Âèáið êîíôiãóðàöi¨ ñòðóìó çàëåæèòü
âiä áàãàòüîõ ôiçè÷íèõ, òåõíîëîãi÷íèõ, åêñïëóàòàöiéíèõ òà iíøèõ êîíêðåòíèõ
âèìîã äî òåðìîåëåìåíòà. Çîêðåìà òàêèé âèáið çàëåæèòü âiä óìîâ ñïîëó÷å-
ííÿ òåðìîåëåìåíòà iç äæåðåëàìè òà âèòîêàìè òåïëà, à òàêîæ iç çîâíiøíiì
åëåêòðè÷íèì êîëîì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè äëÿ çàäàíèõ âèõiäíèõ óìîâ
¹ äðóãèì êðîêîì ìåòîäèêè. Öÿ çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ðîçïîäiëó òåì-
ïåðàòóð, ÿêèì äîñÿãà¹òüñÿ íåîáõiäíà íàïåðåä çàäàíà êîíôiãóðàöiÿ òåðìîåëå-
êòðè÷íîãî ñòðóìó ó òåðìîåëåìåíòi. Ïðè âiäîìîìó âæå ðîçïîäiëi òåìïåðàòóðè
ìîæóòü áóòè çíàéäåíi i ðîçïîäiëè òåïëîâèõ ïîòîêiâ qn(ξ)|Γ íà ìåæi Γ ïåðå-
òâîðþâà÷à ç óìîâè

qn(ξ)|Γ =
∂T (ξ)

∂n⃗

∣∣∣∣
Γ

, (5.1)

äå ξ � êîîðäèíàòà íà ìåæi ñåðåäîâèùà, n⃗ � íîðìàëü äî ìåæi. Ç óìîâè (5.1)
âèçíà÷àþòüñÿ âèìîãè äî äæåðåë òåïëà i òåïëîâiäâîäiâ, ùî ¹ òðåòiì êðîêîì
ìåòîäèêè.

×åòâåðòèì êðîêîì ìåòîäèêè ¹ çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëó åëåêòðè÷íîãî ïî-
òåíöiàëó â òåðìîåëåìåíòi çà âiäîìèìè ðîçïîäiëàìè òåìïåðàòóð i ñòðóìiâ.

Â ðîçïîäiëàõ òåìïåðàòóðè é åëåêòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó çíàõîäÿòü ëiíi¨ (ïî-
âåðõíi), ÿêi ¹ îäíî÷àñíî içîòåðìi÷íèìè é åêâiïîòåíöiàëüíèìè. Öåé ïîøóê ¹
ï'ÿòèì êðîêîì ìåòîäèêè.
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Íàðåøòi, ç ìíîæèíè içîòåðì òà åêâiïîòåíöiàëåé âèçíà÷à¹òüñÿ ìiñöå â òåð-
ìîåëåêòðè÷íîìó ñåðåäîâèùi, çâiäêè âiäâîäèòüñÿ åëåêòðè÷íèé ñòðóì ó çîâíi-
øí¹ êîëî. Öèì øîñòèì êðîêîì çàâåðøó¹òüñÿ âèíàéäåííÿ òåðìîåëåìåíòà.

Iñòîðè÷íî ñêëàëàñÿ òàêà ñèòóàöiÿ, ùî çîíàëüíî-íåîäíîðiäíèé òåðìîåëå-
ìåíò áóâ âèíàéäåíèé áåç ïîâíîãî âèêîíàííÿ óñiõ øåñòè êðîêiâ òàêî¨ òåõíîëî-
ãi¨. Òîìó ïîâòîðíå âèíàéäåííÿ ÇÍÒ çà òåõíîëîãi¹þ íåîáõiäíî âèêîíàòè íå
òiëüêè äëÿ ïîâíîòè òåîðåòè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ êîíñòðóêöié íîâèõ òèïiâ
òåðìîåëåìåíòiâ, àëå é äëÿ âèÿâëåííÿ îñîáëèâîñòåé ÇÍÒ, ÿêi íå î÷åâèäíi â
ðàìêàõ òðàäèöiéíîãî åâðèñòè÷íîãî ïiäõîäó. Íà öiì øëÿõó áóäå ïîêàçàíî, ùî
òðàäèöiéíà òåðìîïàðà ¹ îäíèì ç ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîãî
òåðìîåëåìåíòà.

5.1.3 Ðîçâ'ÿçàííÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè äëÿ çîíàëüío-
íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà

Âèêîðèñòàííÿ òàêî¨ ìåòîäèêè äëÿ çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîãî òåðìîåëåìåí-
òà ïîòðåáó¹ ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè äëÿ çîíàëüíî-
íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà. Ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîäàíî íèæ÷å.

Àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè äëÿ çîíàëüíî-

íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà

Â ðîáîòàõ [2, 3, 4, 51, 96] áóëè îòðèìàíi àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè îáåðíåíî¨ çàäà-
÷i òåðìîåëåêòðèêè äëÿ íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèù, êîåôiöi¹íò Çå¹áåêà ÿêèõ ¹
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò. Âèêîðèñòà¹ìî öi ðåçóëüòàòè,
ðîçãëÿäàþ÷è çîíàëüíî-íåîäíîðiäíå ñåðåäîâèùå ÿê ãðàíè÷íèé âèïàäîê íåïå-
ðåðâíîãî íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà.

Â ðîáîòi [51] ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè äëÿ íåîäíîðiäíîãî
ñåðåäîâèùà îòðèìàíî ó âèãëÿäi

T (r) = f(α) +

∫ r

0

A× J

A2
dr, (5.2)

äå A = ∇α(r), J = rot(ρ(r)j(r)), ρ(r) � ïèòîìèé îïið ñåðåäîâèùà, j(r) � ãó-
ñòèíà åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó, r � ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà, f(α) � ïàñèâíå òåìïå-
ðàòóðíå ïîëå, ÿêå íå ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ âèõðîâèõ òåðìîåëåêòðè÷íèõ
ñòðóìiâ.

Ââåäåìî âåêòîðíèé ïîòåíöiàë H:

j = rotH,
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∆H = rot j.

Äëÿ äâîâèìiðíîãî ñåðåäîâèùà âåêòîð H ìiñòèòü òiëüêè îäíó êîìïîíåíòó
Hz. Ôóíêöiþ Hz(x, y) íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ Ëóêîøà. Ëiíi¨ Hz(x, y) =const ¹
ëiíiÿìè ñòðóìó. Ôóíêöiþ Ëóêîøà âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ îïèñó êîíôiãó-
ðàöi¨ âèõðîâèõ òåðìîåëåêòðè÷íèõ ñòðóìiâ òà ïîçíà÷àòèìåìî íàäàëi H(x, y).

Çíàéäåìî àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè â çîíàëüíî-
íåîäíîðiäíié ïëàñòèíi, ÿêèé áóäå ïðèçâîäèòè äî âèíèêíåííÿ â íié âèõðîâèõ
ñòðóìiâ çàäàíî¨ êîíôiãóðàöi¨. Íå çìåíøóþ÷è iñòîòíî çàãàëüíiñòü àíàëiçó, ââà-
æàòèìåìî åëåêòðîïðîâiäíiñòü ïëàñòèíè σ ïîñòiéíîþ, à êîåôiöi¹íò òåðìîÅÐÑ
α îäíîìiðíî-íåîäíîðiäíèì α = α(x). Ç óðàõóâàííÿì âèùåñêàçàíîãî ñïiââiä-
íîøåííÿ (5.2) íàáóäå âèãëÿäó:

T (x, y) = f(x) +

(
σ
∂α

∂x

)−1 ∫
∆H(x, y)dy. (5.3)

Êîåôiöi¹íò òåðìîÅÐÑ äëÿ çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà çìîäåëþ-
¹ìî îäíîìiðíî-íåîäíîðiäíèì òà íåïåðåðâíèì. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî âiäî-
ìå íàáëèæåííÿ îäíîìiðíèõ ôóíêöié Õåâiñàéäà îáåðíåíîþ òðèãîíîìåòðè÷íîþ
ôóíêöi¹þ [51]

α(x) =
2

π
α0 arctan

(
x

d0

)
, (5.4)

äå α0 � ìîäóëü òåðìîÅÐÑ ïëàñòèíè, d0 � òîâùèíà ïåðåõiäíîãî øàðó, d0 → 0.
Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó, êîëè âåëè÷èíà d0 áóäå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ, îòðèìà-

¹ìî ðîçïîäië êîåôiöi¹íòà òåðìîÅÐÑ äëÿ çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà.
Ç óðàõóâàííÿì (5.3), (5.4) ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè äëÿ

äâîêîìïîíåíòíîãî çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà ç ïëîñêîþ ìåæåþ çîí
ïðè x = 0 íàáóâà¹ âèãëÿäó

T (x, y) =
π
(
d20 + x2

)
2α0d0σ

∫
∆H(x, y)dy. (5.5)

×èñåëüíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè äëÿ çîíàëüíî-

íåîäíîðiäíîãî ñåðåäîâèùà

ßê çàçíà÷àëîñÿ ó ï. 5.1.2, íà îñíîâi àíàëîãi¨ ÿâèù åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäó-
êöi¨ Ôàðàäåÿ i âèõðîâèõ òåðìîåëåêòðè÷íèõ ñòðóìiâ ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó [3]
ïîøóêó ïðèíöèïîâî íîâèõ òèïiâ òåðìîåëåìåíòiâ øëÿõîì êåðóâàííÿ êîíôiãó-
ðàöi¹þ i ïðîñòîðîâèì ðîçïîäiëîì âèõðîâèõ òåðìîåëåêòðè÷íèõ ñòðóìiâ. Ìàòå-
ìàòè÷íi ïðîáëåìè çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíèõ çàäà÷ òåðìîåëåêòðèêè,
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òîáòî çíàõîäæåííi óìîâ, çà ÿêèõ ó ñåðåäîâèùi âèíèêàþòü ïîïåðåäíüî çàäàíi
ðîçïîäiëè ãóñòèíè âèõðîâèõ òåðìîåëåêòðè÷íèõ ñòðóìiâ

j(r) = f(r), (5.6)

äå âåêòîðíà ôóíêöiÿ f(r) ðàäióñà-âåêòîðà r íàïåðåä çàäàíà. Ðîçâ'ÿçêîì îáåð-
íåíèõ çàäà÷ ¹ òàêi ðîçïîäiëè òåìïåðàòóð T (r), ùî ïðèçâîäÿòü äî çáóäæåí-
íÿ â ñåðåäîâèùi âèõðîâèõ ñòðóìiâ (5.6). Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ çíàõîäæåííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷ ÷åðåç ¨õíþ ñêëàäíiñòü ìîæëèâå òiëüêè êîìï'þòåðíèìè
çàñîáàìè. Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçðîáêè êîìï'þòåðíî¨ òåõíîëîãi¨ êå-
ðóâàííÿ âèõðîâèìè ñòðóìàìè â òåðìîåëåêòðè÷íèõ ñåðåäîâèùàõ. Íèæ÷å íà-
âåäåíî ôiçè÷íi îñíîâè àëãîðèòìó êåðóâàííÿ âèõðîâèìè òåðìîåëåêòðè÷íèìè
ñòðóìàìè i áëîê-ñõåìó àëãîðèòìó.

Ôiçè÷íi îñíîâè àëãîðèòìó êåðóâàííÿ âèõðîâèìè òåðìîåëåêòðè÷íèìè ñòðóìàìè

i áëîê-ñõåìà àëãîðèòìó äëÿ äîâiëüíîãî íåîäíîðiäíîãî òà àíiçîòðîïíîãî ñåðåäî-

âèùà

Óñi êîìï'þòåðíi ðîçðàõóíêè äîöiëüíî ïðîâîäèòè â áåçðîçìiðíèõ ïàðàìåòðàõ i
çìiííèõ. Öå äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè çàéâèõ ïîâòîðåíü îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîöåäóð
ó ñàìîìó êîäi ïðîãðàìè i, êðiì òîãî, ñêîðî÷ó¹ ïðîöåñ ïðîãðàìóâàííÿ.

Óâåäåìî áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè,  ðóíòóþ÷èñü íà ôiçè÷íèõ êðèòåðiÿõ ïî-
äiáíîñòi åëåêòðè÷íèõ, òåïëîâèõ i òåðìîåëåêòðè÷íèõ ÿâèù ó äîâiëüíîìó íåî-
äíîðiäíîìó é àíiçîòðîïíîìó ñåðåäîâèùi [51]

- áåçðîçìiðíà ãóñòèíà ñòðóìó

i =
Π∗j

κ∗t
,

- áåçðîçìiðíå åëåêòðè÷íå ïîëå

e =
Π∗

ρ∗κ

E

t
,

- áåçðîçìiðíèé òåïëîâèé ïîòiê

k =
q

κ∗t
,

äå t � ìîäóëü âåêòîðà ∇T .
Òîäi çàêîíè Îìà i Ôóð'¹ ìîæíà ïðåäñòàâèòè â áåçðîçìiðíîìó âèãëÿäi

e = R̂i+ Z∗TÂt0,

k = π̂i− Θ̂t0,
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äå ââåäåíî òåíçîðè ìàòåðiàëüíèõ êîíñòàíò
- áåçðîçìiðíî¨ òåðìîÅÐC

Â =
α̂

α∗ ,

- áåçðîçìiðíîãî ïèòîìîãî îïîðó

R̂ =
ρ̂

ρ∗
,

- áåçðîçìiðíî¨ åëåêòðîïðîâiäíîñòi

Σ̂ =
σ̂

σ∗
.

Ó íàâåäåíèõ âèùå ôîðìóëàõ âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ, ââåäåíi â [51].
Áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè i çìiííi iñòîòíî ñïðîùóþòü âèãëÿä äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü äëÿ ïîñòàíîâêè i ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíèõ çàäà÷. Òàê, äëÿ îäíîði-
äíîãî àíiçîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà ìîæíà çàïèñàòè ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó

−Hy = Sx, Hx = Dy,

S = U + T, D = U − T,
(5.7)

äå H � áåçðîçìiðíèé âåêòîðíèé ïîòåíöiàë Ëóêîøà, U � áåçðîçìiðíèé åëå-
êòðîõiìi÷íèé ïîòåíöiàë, T � áåçðîçìiðíà òåìïåðàòóðà.

Ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðèêè â öüîìó âèïàäêó çíàõîäèòüñÿ
ïðîñòèì iíòåãðóâàííÿì (5.7) i ìà¹ âèãëÿä

T = −1

2


y∫

0

Hx(x, η)dη +

x∫
0

Hy(ξ, y)dξ

+ Y (y)−X(x),

ïðè÷îìó ðîçïîäië ïîòåíöiàëiâ òàêîæ ìîæíà îòðèìàòè â êâàäðàòóðàõ ç

U =
1

2


x∫

0

Hx(x, η)dη −
y∫

0

Hy(ξ, y)dξ

+ Y (y) +X(x),

äå X(x), Y (y) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî
â àëãîðèòìi êîìï'þòåðíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i êåðóâàííÿ âèõðîâèìè ñòðóìàìè
íåîáõiäíî ïåðåäáà÷èòè íå òiëüêè ÷èñåëüíi ìåòîäè ïðåäñòàâëåííÿ é îïåðóâàí-
íÿ âèõiäíèìè äàíèìè, àëå i ñèìâîëüíi, ùî ðåàëiçóþòü â êîìï'þòåði àíàëiòè÷íi
ïðèéîìè äèôåðåíöiþâàííÿ é iíòåãðóâàííÿ.
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Âèõiäíèé ðîçïîäië ñòðóìiâ (5.6) ìîæíà ââîäèòè àáî ÿê ìàñèâ ÷èñåë, àáî
ó âèãëÿäi àíàëiòè÷íîãî âèðàçó (ôîðìóëè). Iíòåðïðåòàòîð àíàëiòè÷íèõ âèðà-
çiâ ðîçïiçíà¹ ââåäåíó ôîðìóëó i ïåðåäà¹ iíôîðìàöiþ àíàëiçàòîðó ìîæëèâîñòi
ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó àíàëiòè÷íèìè ìåòîäàìè. ßêùî òàêî¨ ìîæëèâîñòi íåìà¹,
òî çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì êiíöåâèõ åëåìåíòiâ ïî ëiâié âiòöi àëãîðè-
òìó, ùî àêòèâiçó¹òüñÿ i ïðè ââåäåííi âèõiäíèõ äàíèõ ó ÷èñåëüíîìó âèãëÿäi.
Ïðè ïîçèòèâíîìó ðiøåííi àíàëiçàòîðà õiä ïðîöåñó éäå ïî ïðàâié âiòöi àëãîðè-
òìó. Îáèäâi âiòêè âèõîäÿòü íà ãåíåðàòîð çâiòó ïðî îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî
âèâîäèòü ðåçóëüòàòè â ãðàôi÷íèõ i öèôðîâèõ ôîðìàòàõ ÿê äëÿ ñòàíäàðòíî¨
êîíñîëi âèâîäó (åêðàí, ïðèíòåð), òàê i äëÿ åêñïåðèìåíòàëüíî¨ óñòàíîâêè, ùî
ðåàëiçó¹ â çðàçêó çíàéäåíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóð.

5.2 Óòâîðþþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ

5.2.1 Âñòóï

Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ïðîáëåìè. Ñòàí òåðìîåëåêòðè÷íîãî ñåðåäîâèùà
îïèñó¹òüñÿ òðüîìà ôóíêöiÿìè ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò: ðîçïîäiëîì òåìïåðà-
òóðè T (x, y, z), åëåêòðî-õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó U(x, y, z) i âåêòîðíèì ïîòåíöià-
ëîì ãóñòèíè ñòðóìó H(x, y, z). Ïðè ïîñòàíîâöi i âèðiøåííi âàðiàöiéíèõ çàäà÷
öÿ îáñòàâèíà ñòâîðþ¹ çíà÷íi òðóäíîùi, îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíi âèðàçè âiä-
ïîâiäíèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿê ïðàâèëî, âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç äâi àáî òðè iç çàçíà-
÷åíèõ ôóíêöié, à âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ íèìè âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ êðàéîâèõ
çàäà÷. Öÿ ïðîáëåìà âèðiøó¹òüñÿ ââåäåííÿì óòâîðþþ÷î¨ ôóíêöi¨.

Â ðîáîòi [2] ïîêàçàíî, ùî çðó÷íî ââåñòè îäíó ôóíêöiþ ïðîñòîðîâèõ êîîð-
äèíàò � óòâîðþþ÷ó ôóíêöiþ F (x, y, z), äiþ÷è íà ÿêó ïåâíèìè îïåðàòîðàìè,
ìîæíà îòðèìàòè ôóíêöi¨ T (x, y, z), U(x, y, z), H(x, y, z). Òàêó ôóíêöiþ ïîáó-
äîâàíî äëÿ âèïàäêó íåîäíîðiäíîãî içîòðîïíîãî òà îäíîðiäíîãî àíiçîòðîïíîãî
iç ñèìåòðè÷íèì òåíçîðîì òåðìîÅÐÑ ñåðåäîâèù, àëå äëÿ ãiðîòðîïíîãî ñåðå-
äîâèùà óòâîðþþ÷î¨ ôóíêöi¨ â ÿâíîìó âèãëÿäi ùå íå áóëî âèçíà÷åíî.

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïîáóäîâó óòâîðþþ÷î¨ ôóíêöi¨ òåðìîåëåêòðè-
÷íîãî ïîëÿ äëÿ äâîâèìiðíîãî ãiðîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà ñïðîùó¹ çíàõî-
äæåííÿ ðîçïîäiëiâ òåìïåðàòóðè, ïîòåíöiàëó i ñòðóìó, íåîáõiäíèõ äëÿ ñòâîðåí-
íÿ ãiðîòðîïíèõ òåðìîåëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ óòâîðþ-
þ÷î¨ ôóíêöi¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ âèõðîâèõ ñòðóìiâ ó ïëîñêîìó ãiðîòðîïíîìó
ñåðåäîâèùi.
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5.2.2 Çàãàëüíi ðiâíÿííÿ òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ äëÿ ãiðîòðîïíîãî
ñåðåäîâèùà

Çãiäíî [96] â ñåðåäîâèùi, â ÿêîìó ïðèñóòíi ãðàäi¹íò òåìïåðàòóðè i ìàãíiòíå
ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíå äî ãðàäi¹íòà òåìïåðàòóðè, âèíèêàþòü âèõðîâi òåðìî-
åëåêòðè÷íi ñòðóìè, ïåðïåíäèêóëÿðíi äî ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Çàïèøåìî óçàãàëü-
íåíèé çàêîí Îìà äëÿ òåðìîåëåêòðèêè

ji = σikεk − σikαkm
∂T

∂xm
, (5.8)

äå ji, êîìïîíåíòà âåêòîðà ãóñòèíè ñòðóìó, σik � êîìïîíåíòà òåíçîðà ïèòîìî¨
åëåêòðî-ïðîâiäíîñòi, αkm � êîìïîíåíòà òåíçîðà òåðìîÅÐÑ, εk � êîìïîíåíòà
íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, T � òåìïåðàòóðà, xm � äåêàðòîâi êîîðäè-
íàòè.

Ñòðóêòóðà òåíçîðiâ αik, σik â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò äëÿ ãiðîòðî-
ïíîãî ñåðåäîâèùà, êîëè ìàãíiòíå ïîëå íàïðÿìëåíå ïî îñi z, òàêà:

βik =

 β0 βa 0
−βa β0 0
0 0 β⊥

 , (5.9)

äå βik � òåíçîð ìàòåðiàëüíèõ êîíñòàíò ñåðåäîâèùà, β0, βa � äiàãîíàëüíà i
íåäiàãîíàëüíà êîìïîíåíòè òåíçîðà βik, β⊥ � çíà÷åííÿ òåíçîðà ìàòåðiàëüíèõ
êîíñòàíò, ùî âiäïîâiäàþòü z íàïðÿìêó.

Òîäi ðiâíÿííÿ (5.8) ç âðàõóâàííÿì (5.9) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi
jx = −σ0

∂U

∂x
− σa

∂U

∂y
− [α0σ0 − αaσa]

∂T

∂x
− [αaσ0 + α0σa]

∂T

∂y
,

jy = σa
∂U

∂x
− σ0

∂U

∂y
+ [αaσ0 + α0σa]

∂T

∂x
− [α0σ0 − α0σa]

∂T

∂y
,

jz = −σ⊥
∂U

∂z
− σ⊥α⊥

∂T

∂z
,

(5.10)

äå U � åëåêòðè÷íèé ïîòåíöiàë, α0, σ0, αa, σa � âiäïîâiäíî äiàãîíàëüíi i íåäi-
àãîíàëüíi êîìïîíåíòè òåíçîðiâ òåðìîÅÐÑ i ïèòîìî¨ åëåêòðîïðîâiäíîñòi.

5.2.3 Óòâîðþþ÷à ôóíêöiÿ

Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíèé âèïàäîê (jz = 0). Ââåäåìî ôóíêöiþ ñòðóìó Ëóêîøà

jx =
∂H

∂y
, jy = −∂H

∂x
. (5.11)
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Äâà ïåðøi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5.10) ïåðåïèøåìî íàñòóïíèì ÷èíîì:
∂H

∂y
= −σ0

∂U

∂x
− σa

∂U

∂y
− [α0σ0 − αaσa]

∂T

∂x
− [αaσ0 − α0σa]

∂T

∂y
,

−∂H
∂x

= σa
∂U

∂x
− σ0

∂U

∂y
+ [αaσ0 − α0σa]

∂T

∂x
− [α0σ0 − αaσa]

∂T

∂y
,

(5.12)

Çíàéäåìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.12). Äëÿ öüîãî áóäåìî øóêàòè
ôóíêöi¨ U , H, T ó âèãëÿäi 

U = C1F,
H = C2F,
T = F,

(5.13)

äå C1, C2 � íåâiäîìi êîíñòàíòè, F � óòâîðþþ÷à ôóíêöiÿ. Ïiäñòàâèâøè (5.13)
â (5.12) i ïîçíà÷èìî

C1 = α0 −
σa
σ0
αa, C2 = −

(
σ0αa +

σ2aαa
σ0

)
.

Âèêëþ÷èâøè ç (5.13) ôóíêöiþ F , çàïèøåìî
U =

(
α0 −

σa
σ0
αa

)
T,

H = −
(
σ0αa +

σ2aαa
σ0

)
T.

(5.14)

Ñèñòåìà (5.14) � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.12). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
(5.12) çàïèøåìî ó âèãëÿäi{

U(x, y) = C1T (x, y) + Ψ(x, y),
H(x, y) = C2T (x, y) + Φ(x, y),

(5.15)

äå Ψ(x, y), Φ(x, y) � íåâiäîìi ôóíêöi¨. Ïiäñòàâèâøè (5.15) â (5.12), îòðèìà¹ìî
ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ Ψ(x, y) i Φ(x, y)

Φy = −σ0Ψx − σaΨy, (5.16)

−Φx = σaΨx − σ0Ψy, (5.17)

äå íèæíi iíäåêñè ôóíêöié îçíà÷àþòü ïîõiäíó ïî âiäïîâiäíié çìiííié. Ïðîäè-
ôåðåíöiþ¹ìî (5.16) ïî x, à (5.17) � ïî y i äîäàìî ¨õ. Îòðèìà¹ìî

∆Ψ(x, y) = 0, (5.18)

äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (5.16) ïî y, à (5.17) � ïî x, i
âiäíiìåìî ¨õ. Îòðèìà¹ìî

∆Φ(x, y) = 0. (5.19)

90



Ôóíêöi¨ Ψ(x, y), Φ(x, y) � ãàðìîíi÷íi. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè Ψ(x, y) i
Φ(x, y) äîâiëüíi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨, òî ñèñòåìó (5.15) ìîæíà çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi 

U(x, y) =
C1

C2
H(x, y) + Ψ(x, y),

T (x, y) =
1

C2
H(x, y) + Φ(x, y)

(5.20)

àáî 
H(x, y) =

C2

C1
U(x, y) + Ψ(x, y),

T (x, y) =
1

C1
U(x, y) + Φ(x, y)

Ôóíêöi¨ Ψ(x, y) i Φ(x, y) çíàõîäèìî ç (5.18) i (5.19), âiäïîâiäíî.
Óòâîðþþ÷îþ ôóíêöi¹þ äëÿ òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ìîæå áóòè áóäü-ÿêà

iç ôóíêöié T , U , H. Ïðè öüîìó äâi iíøi ôóíêöi¨ âèðàæàòèìóòüñÿ ÷åðåç íå¨
ç òî÷íiñòþ äî íåâiäîìèõ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ç ãðàíè÷íèõ
óìîâ.

5.2.4 Ïðèêëàäè âèõðîâèõ ñòðóìiâ â ïëîñêîìó ãiðîòðîïíîìó ñåðå-
äîâèùi

Ïðèêëàä 1. Ãóñòèíà âèõðîâèõ ñòðóìiâ â ïëîñêîìó ãiðîòðîïíîìó ñåðåäîâè-
ùi çìåíøó¹òüñÿ âçäîâæ ðàäióñà r â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò (r, φ). Öå
óñêëàäíþ¹ ¨õ âèêîðèñòàííÿ. Òîìó ç òåõíi÷íî¨ òî÷êè çîðó äîöiëüíî çíàéòè òà-
êi óìîâè, çà ÿêèõ ãóñòèíà âèõðîâèõ ñòðóìiâ áóäå ïîñòiéíîþ ïî àçèìóòó φ,
òîáòî jφ = const. Îñêiëüêè â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò (5.11) ìà¹ âèãëÿä

jr =
1

r

∂H

∂φ
, jφ = −∂H

∂r
,

òî öå ìîæëèâî, ÿêùî
H(r) = Cr,

äå C � êîíñòàíòà. Òîäi çðó÷íî âèêîðèñòàòè (5.20). Âíàñëiäîê ñèìåòði¨ çàäà÷i,
H i T íå çàëåæàòèìóòü âiä àçèìóòà φ i ðîçâ'ÿçîê çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

Ψ(r) = k1 ln r + k2,

Φ(r) = d1 ln r + d2,

äå k1, k2, d1, d2 � íåâiäîìi êîíñòàíòè. Âèáðàâøè ãðàíè÷íi óìîâè

T (r1, φ) = T1, T (r2, φ) = T2, U (r1, φ) = U1, U (r2, φ) = U2, (5.21)
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çíàéäåìî

T (r) =

[
(T1 − T2) +

C
C2

(r2 − r1)

ln r1
r2

]
ln r+

C

C2
r+

(
T1
ln r1

− T2
ln r2

)
+ C

C2

(
r2
ln r2

− r1
ln r1

)
(

1
ln r1

− 1
ln r2

) ,

(5.22)

U(r) =

[
(U1 − U2) +

C
C2

(r2 − r1)

ln r1
r2

]
ln r+

C

C2
r+

(
U1

ln r1
− U2

ln r2

)
+ C

C2

(
r2
ln r2

− r1
ln r1

)
(

1
ln r1

− 1
ln r2

) .

(5.23)
Iç àíàëiçó (5.22) i (5.23) âèïëèâà¹, ùî çà âiäñóòíîñòi çîâíiøíüî¨ ðiçíèöi

òåìïåðàòóð i íàïðóã T1 = T2 = T , U1 = U2 = U (5.22) i (5.23) íå çàíóëÿþòüñÿ:
â äàíîìó âèïàäêó â ñåðåäîâèùi iñíóþòü âíóòðiøíi äæåðåëà òåïëà i íàïðóãè.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ñòðóì òå÷å òiëüêè âçäîâæ r, òîáòî
jφ = 0. Âèáåðåìî ôóíêöiþ H ó âèãëÿäi

H(φ) = Kφ,

äå K � êîíñòàíòà. Òîäi jr =
K

r
. Ââàæàþ÷è, ùî U , T íå çàëåæàòèìóòü âiä r,

ðîçâ'ÿçîê íàáóäå âèãëÿäó
Ψ(φ) = g1φ+ g2,

Φ(φ) = h1φ+ h2,

äå g1, g2, h1, h2 � íåâiäîìi êîíñòàíòè. Âèáåðåìî ãðàíè÷íi óìîâè

T (r, φ)|φ=0 = T0, T (r, φ)|φ=2π = T1, U(r, φ)|φ=0 = U0, U(r, φ)|φ=2π = U1.

Òîäi

T (φ) =
(T1 − T0)

2π
φ+ T0,

U(φ) =
(U1 − U0)

2π
φ+ U0.

Íàâåäåíi ïðèêëàäè äåìîíñòðóþòü ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ óòâîðþþ÷î¨
ôóíêöi¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ âèõðîâèõ ñòðóìiâ ó ãiðîòðîïíîìó ñåðåäîâèùi.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Óçàãàëüíåíèé ïiäõiä äî îïèñó òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ äîçâîëèâ âïåð-
øå îòðèìàòè àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ÎÇÒ ó âèãëÿäi (5.3)-(5.5), ùî äà¹ ìî-
æëèâiñòü êåðóâàòè âèõðîâèìè òåðìîåëåêòðè÷íèìè ñòðóìàìè ó çîíàëüíî-
íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi.
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Óòâîðþþ÷îþ ôóíêöi¹þ òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ äëÿ äâîâèìiðíîãî ãiðî-
òðîïíîãî ñåðåäîâèùà ¹ áóäü-ÿêà iç òðüîõ ôóíêöié H, U , T , à äâi iíøi âè-
ðàæàòèìóòüñÿ ÷åðåç íå¨ ç òî÷íiñòþ äî íåâiäîìèõ ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, ÿêi
çíàõîäÿòüñÿ ç ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ êîæíîãî îêðåìîãî âèïàäêó.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü îòðèìàòè íåîáõiäíèé ðîçïîäië ñòðóìiâ
äëÿ ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäíèõ òåõíi÷íèõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îäåðæàíi I.Ï. Ëóñòå ðàçîì iç Î.ß. Ëóñòå, îïóáëi-
êîâàíi â [54, 112, 113].
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Ðîçäië 6

ÅÂÎËÞÖIÉÍI ÇÀÄÀ×I ÒÀ
ÐIÂÍßÍÍß

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, ìî-
ëîäøi êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ êîìïîíåíòàìè ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ i ÿêå ìiñòèòü
îïåðàòîðè Áåññåëÿ. Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ìåòîäîì êîìáiíîâàíîãî ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹-Áåññåëÿ çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä òà îöiíêè ïîõiäíèõ ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó. Ìîäåëþþòüñÿ äèíàìi÷íi ïðîöåñè ìåòîäîì ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ
ïåðåòâîðåíü òèïó Åéëåðà, Áåññåëÿ íà êóñêîâî-îäíîðiäíèõ iíòåðâàëàõ. Çäié-
ñíåíî ïîñòàíîâêó i ðîçâ'ÿçàío ñòîõàñòè÷íó m-òî÷êîâó çà ÷àñîì çàäà÷ó Êîøi
äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó iç çáóðåííÿìè òèïó "áiëîãî øó-
ìó"ç âiä'¹ìíèìè çíà÷åííÿìè.

6.1 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðà-

òîðàìè Áåññåëÿ é çðîñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè

6.1.1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Òåîðiÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó
ç îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè äîñòàòíüî ïîâíî äîñëiäæåíà [85, 102], íà âiä-
ìiíó âiä òàêèõ ðiâíÿíü ç íåîáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îäíèì ç íàïðÿìêiâ
äîñëiäæåíü ïðîôåñîðà Ñ.Ä. Iâàñèøåíà òà ó÷íiâ éîãî íàóêîâî¨ øêîëè ¹ çíàõî-
äæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi
äëÿ êëàñiâ âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ
äèôóçi¨ ç iíåðöi¹þ À.Ì. Êîëìîãîðîâà i ìiñòÿòü çà îñíîâíèìè çìiííèìè äèôå-
ðåíöiàëüíi âèðàçè, ïàðàáîëi÷íi çà I.Ã. Ïåòðîâñüêèì òà çà Ñ.Ä. Åéäåëüìàíîì
(Ñ.Ä. Iâàñèøåí, Ë.Ì. Àíäðîñîâà, I.Ï. Ìåäèíñüêèé, Î.Ã. Âîçíÿê, Â.Ñ. Äðîíü,
Â.Â. Ëàþê, Ã.Ñ. Ïàñi÷íèê òà iíøi). Òàêîæ äîñëiäæóâàëèñÿ ïàðàáîëi÷íi çà
I.Ã. Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿííÿ i ñèñòåìè ç îïåðàòîðîì Áåññåëÿ (Ñ.Ä. Iâàñèøåí,
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Â.Ï. Ëàâðåí÷óê, Ò.Ì. Áàëàáóøåíêî, Ë.Ì. Ìåëüíè÷óê). Äåÿêi ðåçóëüòàòè öèõ
äîñëiäæåíü íàâåäåíi â [105, 5, 6, 56, 27].

Çîêðåìà, ó ñòàòòi [6] çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä òà âñòàíîâëåíî âëàñòèâîñòi
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãî-
ãî ïîðÿäêó âiäíîñíî ôóíêöi¨ u = u(t, x, y)

∂tu =
n∑

j,l=1

∂xj∂xl(ajlu) +
n∑
j=1

∂xj(xju) +Byu, t > 0, x ∈ Rn, y > 0,

äå âñi ajl ñòàëi, à ìàòðèöÿ (ajl)
n
j,l=1 ñèìåòðè÷íà i äîäàòíî âèçíà÷åíà; By ≡

∂2y +
2ν + 1

y
dy � îïåðàòîð Áåññåëÿ ïîðÿäêó ν ≥ 0. Ó ñòàòòi [56] ðiâíÿííÿ

ìiñòèòü ñóìó îïåðàòîðiâ Áåññåëÿ ïî çìiííèõ yj îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ν.
Ó äàíîìó ïóíêòi äåÿêi âêàçàíi ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòüñÿ íà êëàñ ðiâíÿíü

iç çðîñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè ó ìîëîäøèõ äîäàíêàõ, ÿêi ìiñòÿòü îïåðàòîðè
Áåññåëÿ ïî êiëüêîõ çìiííèõ yj ðiçíèõ ïîðÿäêiâ νj.

Íåõàé n, k,m � çàäàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, k ≤ n; x′ ≡ (x1, . . . , xk) ∈ Rk ,
x′′ ≡ (xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k, x ≡ (x′, x′′), y ≡ (y1, . . . , ym) ⊂ Rm

+ , äå Rm
+ := {y ∈

Rm | yj > 0, j ∈ {1, . . . ,m}}; Rn+m
+ := Rn × Rm

+ .
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

∂tu(t, x, y) = a2
n∑
j=1

∂2xju+ b

k∑
j=1

∂xj(xju) + p

m∑
j=1

Byju,

t > 0, (x, y) ∈ Rn+m
+ , (6.1)

u(t, x, y)
∣∣∣
t=0

= φ(x, y), (x, y) ∈ Rn+m
+ , (6.2)

∂yju(t, x, y)
∣∣∣
yj=0

= 0, t > 0, x ∈ Rn, yl > 0(l ̸= j), j ∈ {1, . . . ,m}, (6.3)

äå a, b, p (p > 0) � çàäàíi äiéñíi ÷èñëà, Byj ≡ ∂2yj +
2νj + 1

yj
∂yj � îïåðàòîðè

Áåññåëÿ çà çìiííèìè yj ïîðÿäêiâ νj ≥ 0, j ∈ {1, . . . ,m}.
Ââàæà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ (6.1) ¹ ïàðàáîëi÷íèì. Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåîáìåæåíi

ïðè |x| → ∞ êîåôiöi¹íòè áiëÿ ïåðøèõ ïîõiäíèõ ∂xju òà íåîáìåæåíi â îêîëi
òî÷êè y = 0 êîåôiöi¹íòè ïðè ïîõiäíèõ ∂yju.

Ïîçíà÷èìî |ν| := ν1 + ν2 + · · · + νm. Âèçíà÷èìî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹-Áåññåëÿ ôóíêöi¨ w: Rn+m

+ → R ðiâíiñòþ

F−1
σ→xF

−1
B,η→y[w(σ, η)] ≡ F−1

σ→x[F
−1
B,η→y[w(σ, y)]],

95



äå

F−1
σ→x[f(σ)] =

1

(2π)n

∫
Rn

ei(x,σ)f(σ)dσ, x ∈ Rn,

F−1
B,η→y[f(η)] =

1

22|ν|
m∏
l=1

Γ2(νl + 1)

∫
Rm

+

f(η)Jyηdη, y ∈ Rm
+ ,

äå i � óÿâíà îäèíèöÿ; (x, σ) =
n∑
j=1

xjσj; Γ(α) =

+∞∫
0

xα−1e−xdx � ãàìà-ôóíêöiÿ

Åéëåðà; Jyη :=
m∏
l=1

jνl(ylyl)η
2νl+1
l ; jνl(z) ≡ 2νlΓ(νl + 1)z−νlJνl(x) � íîðìîâàíà

ôóíêöiÿ Áåññåëÿ, à Jνl(z) � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó νl [33].
Ïðÿìå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ ôóíêöi¨ w òàêå:

Fx→σFB,y→η[w(x, y)] ≡
∫

Rn+m
+

e−i(x,σ)w(x, y)Jηy dxdy.

6.1.2 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òà éîãî îöiíêè

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (6.1) � (6.3) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi îáåðíåíîãî ïåðåòâîðå-
ííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ v

u(t, x, y) = F−1
σ→xF

−1
B,η→y[v(t, σ, η)] = A(n, ν)

∫
Rn+m

+

ei(x,σ)v(t, σ, η)Jyηdσdη,

t > 0, (x, y) ∈ Rn+m
+ , (6.4)

äå A(n, ν) :=
1

(2π)n22|ν|
m∏
l=1

Γ2(νl + 1)
.

Ââàæàþ÷è, ùî âñi îïåðàöi¨ çàêîííi, çíàéäåìî ïîõiäíi

∂tu = A(n, ν)

∫
Rn+m

+

ei(x,σ)∂tv(t, σ, η)J
y
ηdσdη; (6.5)

∂2xju = A(n, ν)

∫
Rn+m

+

(−σ2j )ei(x,σ)v(t, σ, η)Jyηdσdη; (6.6)
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∂xj(xju) = u+ xj∂xju = u+ A(n, ν)

∫
Rn+m

+

ixjσje
i(x,σ)v(t, x, σ)Jyηdσdη =

= u+ A(n, ν)

∫
Rn+m

+

σj∂σj(e
i(x,σ))v(t, σ, η)Jyηdσdη.

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè iíòåãðàë ïî σj i ââàæàþ÷è v òàêîþ, ùî
lim
σj→∞

ei(x,σ)σjv = 0 (íàïðèêëàä, ôiíiòíîþ), îäåðæèìî

∂xj(xju) = A(n, ν)

∫
Rn+m

+

ei(x,σ)(−σj)∂σjvJyηdσdη. (6.7)

Byju = A(n, ν)

∫
Rn+m

+

ei(x,σ)v(t, σ, η)Byj [J
y
η ]dσdη = A(n, ν)

∫
Rn+m

+

ei(x,σ)v(t, σ, η)×

×
( m∏

l=1
l ̸=j

jνl(ηlηl)η
2νl+1
l

)
Byj [jνj(ηjyj)]η

2νj+1
j dσdη.

Îñêiëüêè çà [33] By[jν(νy)] = −η2jν(ηy), òî

Byju = A(n, ν)

∫
Rn+m

+

ei(x,σ)v(t, σ, η)Jyη (−η2j )dσdη. (6.8)

Ïiäñòàâèâøè (6.5)�(6.8) â (6.1) i ïðèðiâíÿâøè ïiäiíòåãðàëüíi ôóíêöi¨, îäåð-
æèìî ðiâíÿííÿ äëÿ v

∂tv(t, σ, η)+b
k∑
j=1

σj∂σjv(t, σ, η) = (−a2|σ|2−p|η|2)v(t, σ, η), t > 0, (σ, η) ∈ Rn+m
+ ,

(6.9)

äå |σ|2 =
n∑
j=1

σ2j , |η|2 =
m∑
j=1

η2j .

Ïiäñòàâèìî (6.4) â ïî÷àòêîâó óìîâó (6.2):

u(t, x, y)|t=0 = F−1
σ→xF

−1
B,η→y[v(0, σ, η)] = φ(x, y), (x, y) ∈ Rn+m

+ .

Íåõàé ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ φ òàêà, ùî äëÿ íå¨ iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-
Áåññåëÿ ψ. Òîäi ìà¹ìî

v(t, σ, η)|t=0 = Fx→σFB,y→η[φ(x, y)] ≡ Ψ(σ, η), (σ, η) ∈ Rn+m
+ . (6.10)
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Óìîâè (6.3) âèêîíóþòüñÿ, áî çà âëàñòèâiñòþ íîðìîâàíî¨ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ ç
[33]: ∂yljνl(ηlyl) = 0, l ∈ {1, . . . ,m}.

Çàäà÷ó (6.9), (6.10) äëÿ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Âiäïîâiäíà ñèñòåìà õàðàêòåðè-
ñòè÷íèõ ðiâíÿíü òàêà:

dt

1
=
dσ1
bσ1

= · · · = dσk
bσk

=
dσk+1

0
= · · · =

=
dσn
0

=
dη1
0

= · · · = dηm
0

=
dv

(−a2|σ|2 − p|η|2)v
. (6.11)

Ðîçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó. Ðiâíÿííÿ bdt =
dσj
σj

ìàþòü ðîçâ'ÿçêè σj = Cje
bt,

j ∈ {1, · · · k}; ðiâíÿííÿ dσj = 0 òà dηj = 0 ìàþòü ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî σj =
Cj, j ∈ {k + 1, . . . , n} òà ηj = Ĉj, j ∈ {1, . . . ,m}, âñi ñòàëi Cj, Ĉj � äîâiëüíi.
Ùîá ðîçâ'ÿçàòè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (6.11), òîáòî ðiâíÿííÿ

(−a2|σ|2 − p|η|2)dt = dv

v
,

ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âèùå çíà÷åííÿ çìiííèõ σj òà ηj:

(−a2(C2
1 + · · ·+ C2

k)e
2bt − a2(C2

k+1 + · · ·+ C2
n)− p(Ĉ2

1 + · · ·+ Ĉ2
m))dt =

dv

v
.

Çiíòåãðóâàâøè öå ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî

−a
2

2b
(C2

1 + · · ·+C2
k)e

2bt− a2(C2
k+1 + · · ·+C2

n)t− p(Ĉ2
1 + · · ·+ Ĉ2

m)t = ln
∣∣∣ v

Cn+1

∣∣∣.
Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè Cj = σje

−bt, j ∈ {1, . . . , k}, Cj = σj, j ∈ {k+1, . . . , n},
Ĉj = ηj, j ∈ {1, . . . ,m}, îäåðæèìî

v = Cn+1 exp
{
− a2

2b
|σ′|2 − a2|σ′′|2t− p|η|2t

}
,

äå σ′ = (σ1, . . . , σk), σ′′ = (σk+1, . . . , σn).
Îòæå, ïåðøi iíòåãðàëè ñèñòåìè (6.11) òàêi:

Cj = σje
−bt, j ∈ {1, . . . , k},

Cj = σj, j ∈ {k + 1, . . . , n},
Ĉj = ηj, j ∈ {1, . . . ,m},

Cn+1 = v exp
{a2
2b
|σ′|2 + a2|σ′′|2t+ p|η|2t

}
.

(6.12)
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Çàäîâîëüíèìî óìîâó (6.10):

v|t=0 = Cn+1 exp
{
− a2

2b
|σ′|2

}
= Ψ(σ, η).

Îñêiëüêè ç (6.12) ïðè t = 0 ìà¹ìî, ùî σj = Cj, j ∈ {1, . . . , n}, ηj = Ĉj,
j ∈ {1, . . . ,m}, òî ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îäåðæèìî

Ψ(C1, . . . , Cn, Ĉ1, . . . , Ĉm) = Cn+1 exp
{
− a2

2b
(C2

1 + · · ·+ C2
k)
}
.

Ïiäñòàâèâøè òóò çàìiñòü ñòàëèõ âèðàçè ç (6.12), îäåðæèìî

v(t, σ, η) = exp
{
− a2

2b
|σ′|2(1− e−2bt)− a2|σ′′|2t− p|η|2t

}
Ψ(σ′e−bt, σ′′, η) ≡

≡ W (t, σ, η)Ψ(σ′e−bt, σ′′, η), t > 0, (σ, η) ∈ Rn+m
+ , (6.13)

� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.9), (6.10).
Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêó âëàñòèâiñòü îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹-Áåññåëÿ:

F−1
σ→xF

−1
B,η→y[f1 · f2] = F−1

σ→xF
−1
B,η→y[f1]⊗ F−1

σ→xF
−1
B,η→y[f2], (6.14)

äå çãîðòêà ⊗ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(g1 ⊗ g2)(x, y) ≡
∫

Rn+m
+

T ηy [g1(x− σ, y)]g2(σ, η)
m∏
j=1

η
2νj+1
j dσdη, (6.15)

à îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó âèçíà÷èìî ÿê ñóïåðïîçèöiþ òàêèõ îïåðàòîðiâ
ïî êîæíié êîìïîíåíòi çìiííî¨ y, òîáòî

T ηy [f(y)] ≡ T η1y1 [T
η2
y2
[. . . [T ηmym [f(y)]] . . . ]], {y, η} ⊂ Rm

+ ,

òóò

T ηjyj [fj(yj)] ≡
Γ(νj + 1)

√
πΓ(νj +

1
2)

π∫
0

fj(
√
y2j + η2j − 2yjηj cosφ) sin

2νj φdφ.

Çîêðåìà, ÿêùî f(y) =
m∏
j=1

fj(yj), òî T
η
y [f(y)] =

m∏
j=1

T ηjyj [fj(yj)].

Ùîá çíàéòè ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (6.1)� (6.3), ïiäñòàâèìî (6.13) ó (6.4). Íà
ïiäñòàâi (6.15) îäåðæèìî

u(t, x, y) = F−1
σ→xF

−1
B,η→y[W (t, σ, η)]⊗ F−1

σ→xF
−1
B,η→y[Ψ(σ′e−bt, σ′′, η)]. (6.16)
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Ïîçíà÷èìî

F−1
σ→xF

−1
B,η→y[W (t, σ, η)] = F−1

σ→x

[
exp

{
− a2

2b
|σ′|2(1− e−2bt)− a2|σ′′|2t

}]
×

×F−1
B,η→y[exp{−p|η|

2t}] ≡ W1(t, x)W2(t, y). (6.17)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ W1 âèêîðèñòà¹ìî iíòåãðàë Ïóàññîíà

+∞∫
−∞

e−z
2

dz =
√
π. Ìà-

¹ìî

W1(t, x) =
1

(2π)n

∫
Rn

exp
{
i(x, σ)− a2

2b
|σ′|2(1− e−2bt)− a2|σ′′|2t

}
dσ =

=
1

(2π)n

( k∏
j=1

exp
{
−

bx2j
2a2(1− e−2bt)

} +∞∫
−∞

exp
{
−
(a√1− e−2bt

√
2b

σj−

−i
√
2bxj

2a
√
1− e−2bt

)2}
dσj

)( n∏
j=k+1

exp
{
−
x2j
4a2t

} +∞∫
−∞

exp
{
−
(
a
√
tσj−

ixj

2a
√
t

)2}
dσj

)

=
1

(2π)n
exp

{
− b|x′|2

2a2(1− e−2bt)

}( √
2bπ

a
√
1− e−2bt

)2
exp

{
− |x′′|2

4a2t

}(√π
a
√
t

)n−k
=

=
(
√
b)k

(a
√
2π)k(

√
1− e−2bt)k

exp
{
− b|x′|2

2a2(1− e−2bt)

} 1

(2a
√
πt)n−k

exp
{
− |x′′|2

4a2t

}
.

(6.18)
Îá÷èñëèìî W2, âèêîðèñòàâøè âiäîìèé iíòåãðàë Âåáåðà ç [33], çàïèñàíèé

äëÿ íîðìîâàíî¨ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ:

+∞∫
0

exp{−η2t}jν(ηy)η2ν+1dη =
Γ(ν + 1)

2tν+1
exp

{
− y2

4t

}
.

Òîäi îäåðæèìî

W2(t, y) =
1

22|ν|
m∏
l=1

Γ2(νl + 1)

∫
Rm

+

exp{−p|η|2t}
m∏
l=1

jνl(ηlyl)η
2νl+1
l dη =

=
1

22|ν|

m∏
l=1

1

Γ2(νl + 1)

+∞∫
0

exp{−pη2l t}jνl(ηlyl)η
2νl+1
l dηl =
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=
1

22|ν|

m∏
l=1

1

Γ2(νl + 1)

Γ(νl + 1)

2(pt)νl+1
exp

{
− y2l

4pt

}
=

=
1

22|ν|+m(pt)|ν|+m
m∏
l=1

Γ(νl + 1)
exp

{
− |y|2

4pt

}
. (6.19)

Òåïåð îá÷èñëèìî äðóãèé ìíîæíèê ó (6.16), çäiéñíèâøè â iíòåãðàëi ïî σ
çàìiíó β′ = σ′e−bt, β′′ = σ′′:

F−1
σ→xF

−1
B,η→y[Ψ(σ′e−bt, σ′′, η)] =

= A(n, ν)

∫
Rm

+

(∫
Rn

exp{i(x′, β′ebt) + i(x′′, β′′)}Ψ(β, η)ekbtdβ
)
Jηy dη =

= ekbtφ(x′ebt, x′′, y), t > 0, (x, y) ∈ Rn+m
+ . (6.20)

Ïiäñòàâèâøè (6.17) � (6.20) ó (6.16) i óðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ çãîðòêè (6.15),
îäåðæèìî

u(t, x, y) =

∫
Rn+m

+

W1(t, x− σ)T ηy [W2(t, y)]e
kbtφ(σ′ebt, σ′′, η)

m∏
l=1

η2νl+1
l dσdη.

Çäiéñíèìî â iíòåãðàëàõ ïî σ çàìiíó ξ′ = σ′ebt, ξ′′ = σ′′, òîäi dσ = e−kbtdξ,
òîìó ìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) � (6.3):

u(t, x, y) =

∫
Rn+m

+

W1(t, x
′ − ξ′e−bt, x′′ − ξ′′)T ηy [W2(t, y)]φ(ξ, η)

m∏
l=1

η2νl+1
l dξdη ≡

≡
∫

Rn+m
+

G(t, x, y; 0, ξ, η)φ(ξ, η)
m∏
l=1

η2νl+1
l dξdη, t > 0, (x, y) ∈ Rn+m

+ , (6.21)

äå
G(t, x, y; 0, ξ, η) ≡ G1(t, x

′, ξ′)G2(t, x
′′, ξ′′)G3(t, y, η), (6.22)

G1(t, x
′, ξ′) ≡

√
bk

(a
√
2π)k(

√
1− e−2bt)k

exp
{
− b|x′ − ξ′e−bt|2

2a2(1− e−2bt)

}
, t > 0, {x′, ξ′} ⊂ Rk,

(6.23)

G2(t, x
′′, ξ′′) ≡ 1

(2a
√
πt)n−k

exp
{
− |x′ − ξ′|2

4a2t

}
, t > 0, {x′′, ξ′′} ⊂ Rn−k, (6.24)
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G3(t, y, η) ≡
1

22|ν|+m(pt)|ν|+m
m∏
l=1

Γ(νl + 1)
T ηy

[
exp

{
− |y|2

4pt

}]
, t > 0, {y, η} ⊂ Rm

+ .

(6.25)
Îá÷èñëèâøè, ÿê ó [27], îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó

T ηy

[
exp

{
−|y|2

4pt

}]
=

m∏
l=1

T ηlyl

[
exp

{
− y2l
4pt

}]
=

m∏
l=1

exp
{
−y

2
l + η2l
4pt

}
jνl

(
−iηlyl

2pt

)
=

= exp
{
− |y|2 + |η|2

4pt

} m∏
l=1

jνl

(
− i

ηlyl
2pt

)
,

îäåðæèìî iíøå çîáðàæåííÿ äëÿ G3:

G3(t, y, η) =
1

22|ν|+m(pt)|ν|+m
m∏
l=1

Γ(νl + 1)
exp

{
− |y|2 + |η|2

4pt

} m∏
l=1

jνl

(
− i

ηlyl
2pt

)
.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ φ � íåïåðåðâíà i îáìåæåíà íà Rn+m
+ ,

ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî (6.21) ñïðàâäi ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (6.1) � (6.3),
òîáòî ùî G ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i. Öå òàêîæ âèïëèâà¹
ç òîãî, ùî G1, G2, G3 ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷ Êîøi âiäïîâiäíî
äëÿ ðiâíÿíü

∂tu(t, x
′) = a2

k∑
j=1

∂2xju(t, x
′) + b

k∑
j=1

∂xj(xju(t, x
′)), t > 0, x′ ∈ Rk,

∂tu(t, x
′′) = a2

n∑
j=k+1

∂2xju(t, x
′′), t > 0, x′′ ∈ Rn−k,

∂tu(t, y) = p

m∑
j=1

Byju(t, y), t > 0, y ∈ Rm
+ .

Iç çîáðàæåíü (6.22) � (6.25) âèïëèâàþòü òàêi îöiíêè ïîõiäíèõ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó G:

|∂sxG(t, x, y; 0, ξ, η)| ≤ Cs(1− e−2bt)−
k+|s′|

2 t−
n−k+|s′′|

2 −|ν|−m×

× exp
{
−c1

|x′ − ξ′e−bt|2

1− e−2bt
−c2

|x′′ − ξ′′|2

t
−c3

|y − η|2

t

}
T ηy

[
exp

{
−
(1
4
−c3

)y2
pt

}]
,

äå s = (s′, s′′), s′ = (s1, . . . , sk), s′′ = (sk+1, . . . , sn), |s′| = s1 + · · · + sk, |s′′| =
sk+1 + · · ·+ sn, Cs, c1, c2, c3 � äîäàòíi ñòàëi, c3 < 1/4.
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Áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàëè çà äîïîìîãîþ (6.22) � (6.25), îäåð-
æó¹ìî âëàñòèâiñòü ∫

Rn+m
+

G(t, x, y; 0, ξ, η)
m∏
l=1

η2νl+1
l dξdη = ekbt.

Öi ðåçóëüòàòè ïîäàíi ó [59].

Âèêëàäåíi ðåçóëüòàòè ó [57, 58] ïîøèðþþòüñÿ íà äåÿêi êëàñè óëüòðàïàðà-
áîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïîäiáíî¨ äî (6.1) ñòðóêòóðè, ùî äîäàòêîâî ìiñòÿòü ïîõiäíi
ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî ãðóïi çìiííèõ z = (z1, z2, . . . , zl) ∈ Rl ç íåîáìåæåíè-
ìè íà íåñêií÷åííîñòi êîåôiöi¹íòàìè xj, j = 1, . . . , l. À ñàìå, äëÿ ôóíêöi¨
u = u(t, x, y, z) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

∂tu =
n∑
j=1

∂2xju+
k∑
j=1

∂xj (xju) +
l∑

j=1

xj∂zju+
m∑
j=1

Byju,

t > 0, x ∈ Rn, y ∈ Rm
+ , z ∈ Rl.

Àíàëîãi÷íî ìåòîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ òà ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê
øóêà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi â ÿâíîìó âèãëÿäi òà âñòà-
íîâëþþòüñÿ îöiíêè éîãî ïîõiäíèõ.

6.2 Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ìåòîäîì

ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó Áåññåëÿ,

Åéëåðà

Íà ñó÷àñíîìó åòàïi íàóêîâî-òåõíi÷íîãî ïðîãðåñó, îñîáëèâî ó çâ'ÿçêó ç øèðî-
êèì âèêîðèñòàííÿì êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ, iñíó¹ íàãàëüíà ïîòðåáà ó âèâ÷åí-
íi ôiçèêî-òåõíi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ìàòåðiàëiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â ðiçíèõ
óìîâàõ åêñïëóàòàöi¨, ùî ìàòåìàòè÷íî ïðèçâîäèòü äî çàäà÷i ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñå-
ïàðàòíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî
ïîðÿäêó íà êóñêîâî-îäíîðiäíîìó iíòåðâàëi ç âiäïîâiäíèìè ïî÷àòêîâèìè òà
êðàéîâèìè óìîâàìè. Îäíèì iç åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè iíòåãðàëüíèõ
çîáðàæåíü àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ àëãîðèìòi÷íîãî õàðàêòåðó çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ôiçèêè ¹ ìåòîä ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü [32, 35, 63].
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6.2.1 Ìîäåëþâàííÿ äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ ìåòîäîì ãiáðèäíèõ iíòå-
ãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Áåññåëÿ-Åéëåðà íà ïîëÿðíié îñi

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè îáìåæåíîãî â îáëàñòi

D+
1 = {(t, r) : t > 0, r ∈ I+1 }, I+1 = (R0;R1) ∪ (R1;∞), R0 > 0,

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó
[36]

∂2u1
∂t2

+ γ21u1 − a21Bν,α1
[u1] = f1(t, r), r ∈ (R0;R1),

∂2u2
∂t2

+ γ22u2 − a22B
∗
α2
[u2] = f2(t, r), r ∈ (R1;∞), (6.26)

çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

uj(t, r)|t=0 = gj(r),
∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=0

= φj(r), r ∈ (Rj−1;Rj), j = 1, 2, R2 = ∞, (6.27)

óìîâàìè ñïðÿæåííÿ[(
α1
j1

∂

∂r
+ β1

j1

)
u1 −

(
α1
j2

∂

∂r
+ β1

j2

)
u2

]∣∣∣∣
r=R1

= 0, j = 1, 2, (6.28)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè(
−h1

∂

∂r
+ h2

)
u1

∣∣∣∣
r=R0

= 0, lim
r→∞

[rγu2] = 0. (6.29)

Óñi ïàðàìåòðè òà îïåðàòîðè, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi êðàéîâî¨ çàäà÷i
(6.26)-(6.29), îïèñàíi ó âiäïîâiäíèõ ïðàöÿõ [32, 35, 63].

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäó¹ìî ìåòîäîì ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåí-
íÿ Áåññåëÿ-Åéëåðà çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, ïîáóäîâàíîãî íà ïîëÿðíié îñi ç
îäíi¹þ òî÷êîþ ñïðÿæåííÿ ó ïðàöi [63].

Ïðÿìå iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ-Åéëåðà íà ïîëÿðíié îñi ç îäíi¹þ
òî÷êîþ ñïðÿæåííÿ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi îïåðàòîðíî¨ ìàòðèöi-ðÿäêà. Âèõiäíà
ñèñòåìà òà ïî÷àòêîâi óìîâè çàïèñóþòüñÿ â ìàòðè÷íié ôîðìi, i ìè çàñòîñîâó¹-
ìî îïåðàòîðíó ìàòðèöþ-ðÿäîê äî çàäà÷i (6.26)-(6.29) çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì.

Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ-Åéëåðà çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi îïåðàòîðíî¨
ìàòðèöi-ñòîâïöÿ, i ìè çàñòîñîâó¹ìî éîãî äî ïîáóäîâàíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
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Êîøi. Ïiñëÿ çäiéñíåííÿ ïåâíèõ ïåðåòâîðåíü ìè îòðèìó¹ìî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
âèõiäíî¨ çàäà÷i:

uj(t, r) =

t∫
0

R1∫
R0

Hν,(α);j1(t− τ, r, ρ)[f1(τ, ρ) + φ1(ρ)δ+(τ)]σ1r
2α1+1dρdτ+

+

t∫
0

∞∫
R1

Hν,(α);j2(t− τ, r, ρ)[f2(τ, ρ) + φ2(ρ)δ+(τ)]σ2r
2α2−1dρdτ+

+
∂

∂t

R1∫
R0

Hν,(α);j1(t, r, ρ)g1(ρ)σ1r
2α1+1dρ+

+
∂

∂t

∞∫
R1

Hν,(α);j2(t, r, ρ)g2(ρ)σ2r
2α2−1dρ, j = 1, 2. (6.30)

Ôóíêöi¨ âëèâó Hν,(α);jk(t, r, ρ), j, k = 1, 2, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó ôîðìóëi (6.30),
âèçíà÷åíi â [36].

Ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê (6.30) ìà¹ àëãîðèòìi÷íèé õàðàêòåð, ùî äîçâîëÿ¹
âèêîðèñòîâóâàòè éîãî ÿê ó òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, òàê i â ÷èñëîâèõ ðîç-
ðàõóíêàõ.

6.2.2 Ìîäåëþâàííÿ äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ ìåòîäîì ãiáðèäíèõ iíòå-
ãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Áåññåëÿ-Åéëåðà-Áåññåëÿ íà ïîëÿðíié
îñi

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè îáìåæåíîãî â îáëàñòi

D+
2 = {(t, r) : t > 0, r ∈ I+2 }, I+2 = (R0;R1) ∪ (R1;R2) ∪ (R2;∞), R0 > 0,

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè òðüîõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ãiïåðáîëi÷íîãî
òèïó [8]

∂2u1
∂t2

+ γ21u1 − a21Bν1,α1
[u1] = f1(t, r), r ∈ (R0;R1),

∂2u2
∂t2

+ γ22u2 − a22B
∗
α3
[u2] = f2(t, r), r ∈ (R1;R2), (6.31)

∂2u3
∂t2

+ γ23u3 − a23Bν2,α2
[u3] = f3(t, r), r ∈ (R2;∞),
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çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

uj(t, r)|t=0 = gj(r),
∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=0

= φj(r), r ∈ (Rj−1;Rj), j = 1, 3, R3 = ∞, (6.32)

óìîâàìè ñïðÿæåííÿ[(
αkj1

∂

∂r
+ βkj1

)
uk −

(
αkj2

∂

∂r
+ βkj2

)
uk+1

]∣∣∣∣
r=Rk

= 0, j, k = 1, 2, (6.33)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè(
α0
11

∂

∂r
+ β0

11

)
u1

∣∣∣∣
r=R0

= 0, lim
r→∞

∂ku3
∂rk

= 0, k = 0, 1. (6.34)

Óñi ïàðàìåòðè òà îïåðàòîðè, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi êðàéîâî¨ çàäà÷i
(6.31)-(6.34), îïèñàíi ó âiäïîâiäíèõ ïðàöÿõ [32, 35, 63].

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäó¹ìî ìåòîäîì ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ
Áåññåëÿ-Åéëåðà-Áåññåëÿ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, ïîáóäîâàíîãî íà ïîëÿðíié
îñi ç äâîìà òî÷êàìè ñïðÿæåííÿ ó ïðàöi [63].

Ïðÿìå iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ-Åéëåðà-Áåññåëÿ íà ïîëÿðíié îñi ç
äâîìà òî÷êàìè ñïðÿæåííÿ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi îïåðàòîðíî¨ ìàòðèöi-ðÿäêà.
Âèõiäíà ñèñòåìà òà ïî÷àòêîâi óìîâè çàïèñóþòüñÿ â ìàòðè÷íié ôîðìi, i ìè
çàñòîñîâó¹ìî îïåðàòîðíó ìàòðèöþ-ðÿäîê äî çàäà÷i (6.31)-(6.34) çà ïðàâèëîì
ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì.

Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ-Åéëåðà-Áåññåëÿ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿ-
äi îïåðàòîðíî¨ ìàòðèöi-ñòîâïöÿ, i ìè çàñòîñîâó¹ìî éîãî äî ïîáóäîâàíîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi. Ïiñëÿ çäiéñíåííÿ ïåâíèõ ïåðåòâîðåíü ìè îòðèìó¹ìî
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i:

uj(t, r) =

t∫
0

R1∫
R0

H(ν,α);j1(t− τ, r, ρ)[f1(τ, ρ) + φ1(ρ)δ+(τ)]σ1r
2α1+1dρdτ+

+

t∫
0

R2∫
R1

H(ν,α);j2(t− τ, r, ρ)[f2(τ, ρ) + φ2(ρ)δ+(τ)]σ2r
2α3−1dρdτ+

+

t∫
0

∞∫
R2

H(ν,α);j3(t− τ, r, ρ)[f3(τ, ρ) + φ3(ρ)δ+(τ)]σ3r
2α2+1dρdτ+
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+
∂

∂t

R1∫
R0

H(ν,α);j1(t, r, ρ)g1(ρ)σ1r
2α1+1dρ+

∂

∂t

R2∫
R1

H(ν,α);j2(t, r, ρ)g2(ρ)σ2r
2α3−1dρ+

+
∂

∂t

∞∫
R2

H(ν,α);j3(t, r, ρ)g3(ρ)σ3r
2α2+1dρ, j = 1, 3. (6.35)

Ôóíêöi¨ âëèâó H(ν,α);jk(t, r, ρ), j, k = 1, 3, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó ôîðìóëi (6.35),
âèçíà÷åíi â [8].

Ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ àëãîðèòìi÷íèé õàðàêòåð, ùî äîçâîëÿ¹ âèêîðè-
ñòîâóâàòè éîãî ÿê ó òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, òàê i â ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíêàõ.

6.2.3 Ìîäåëþâàííÿ äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ ìåòîäîì ãiáðèäíèõ iíòå-
ãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Áåññåëÿ-Åéëåðà íà ñåãìåíòi

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè îáìåæåíîãî â îáëàñòi

D1 = {(t, r) : t > 0, r ∈ I1}, I1 = (0;R1) ∪ (R1;R2), R2 <∞,

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó
[9]

∂2u1
∂t2

+ γ21u1 − a21B
∗
α1
[u1] = f1(t, r), r ∈ (0;R1),

∂2u2
∂t2

+ γ22u2 − a22Bν,α2
[u2] = f2(t, r), r ∈ (R1;R2), (6.36)

çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

uj(t, r)|t=0 = gj(r),
∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=0

= φj(r), r ∈ (Rj−1;Rj), j = 1, 2, R0 = 0, (6.37)

óìîâàìè ñïðÿæåííÿ[(
α1
j1

∂

∂r
+ β1

j1

)
u1 −

(
α1
j2

∂

∂r
+ β1

j2

)
u2

]∣∣∣∣
r=R1

= 0, j = 1, 2, (6.38)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè

lim
r→0

[rγu1] = 0,

(
α2
22

∂

∂r
+ β2

22

)
u2

∣∣∣∣
r=R2

= 0, . (6.39)

Óñi ïàðàìåòðè òà îïåðàòîðè, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi êðàéîâî¨ çàäà÷i
(6.36)-(6.39), îïèñàíi ó âiäïîâiäíèõ ïðàöÿõ [32, 35, 63].
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Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäó¹ìî ìåòîäîì ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ
Áåññåëÿ-Åéëåðà çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, ïîáóäîâàíîãî íà ñåãìåíòi ç îäíi¹þ
òî÷êîþ ñïðÿæåííÿ ó ïðàöi [63].

Ïðÿìå iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ-Åéëåðà íà ñåãìåíòi ç îäíi¹þ òî-
÷êîþ ñïðÿæåííÿ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi îïåðàòîðíî¨ ìàòðèöi-ðÿäêà. Âèõiäíà
ñèñòåìà òà ïî÷àòêîâi óìîâè çàïèñóþòüñÿ â ìàòðè÷íié ôîðìi, i ìè çàñòîñîâó¹-
ìî îïåðàòîðíó ìàòðèöþ-ðÿäîê äî çàäà÷i (6.36)-(6.39) çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ
ìàòðèöü.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì.

Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Áåññåëÿ-Åéëåðà çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi îïåðàòîðíî¨
ìàòðèöi-ñòîâïöÿ, i ìè çàñòîñîâó¹ìî éîãî äî ïîáóäîâàíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi. Ïiñëÿ çäiéñíåííÿ ïåâíèõ ïåðåòâîðåíü ìè îòðèìó¹ìî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
âèõiäíî¨ çàäà÷i:

uj(t, r) =

t∫
0

R1∫
0

Hν,(α);j1(t− τ, r, ρ)[f1(τ, ρ) + φ1(ρ)δ+(τ)]σ1r
2α1−1dρdτ+

+

t∫
0

R2∫
R1

Hν,(α);j2(t− τ, r, ρ)[f2(τ, ρ) + φ2(ρ)δ+(τ)]σ2r
2α2+1dρdτ+

+
∂

∂t

R1∫
0

Hν,(α);j1(t, r, ρ)g1(ρ)σ1r
2α1−1dρ+

+
∂

∂t

R2∫
R1

Hν,(α);j2(t, r, ρ)g2(ρ)σ2r
2α2+1dρ, j = 1, 2. (6.40)

Ôóíêöi¨ âëèâó Hν,(α);jk(t, r, ρ), j, k = 1, 2, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó ôîðìóëi (6.40),
âèçíà÷åíi â [9].

Ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê (6.40) ìà¹ àëãîðèòìi÷íèé õàðàêòåð, ùî äîçâîëÿ¹
âèêîðèñòîâóâàòè éîãî ÿê ó òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, òàê i â ÷èñëîâèõ ðîç-
ðàõóíêàõ.

6.3 Áàãàòîòî÷êîâà ñòîõàñòè÷íà çàäà÷à

Áàãàòîòî÷êîâi çà ÷àñîì çàäà÷i äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ðiâíÿíü âèâ÷àëèñü áàãà-
òüìà äîñëiäíèêàìè (äèâ. îãëÿä â [18]). Îäíàê òàêi çàäà÷i äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ
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ðiâíÿíü ¹ ìàëî âèâ÷åíèìè.

Íà éìîâiðíiñíîìó áàçèñi
(
Ω, F, {Ft, t ≥ 0}, P

)
ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íó çà-

äà÷ó

du(t, x, ω) =
[ ∑
|k|≤2b

ak∂
k
xu(t, x, ω)

]
dt+

[∑
|k|≤b

bk∂
k
xu(t, x, ω)

]
d∗ϖ(t;ω), (6.41)

x ∈ Rn, t ∈ (0;T ], ω ∈ Ω, d∗ϖ(t;ω) := d(−|ϖ(t, ω)|)
ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

µu(t, x, ω)|t=0
− µ1u(t, x, ω)|t=1

− . . .− µmu(t, x, ω)|t=m
= φ(x); (6.42)

u(t, x, ω)|t=0
= 1, u(t, x, ω)|t=j

= φj(x;ω), j ∈ Nm. (6.43)

Òóò
∑

|k|≤2b

ak∂
k
x,
∑
|k|≤b

bk∂
k
x � äèôåðåíöiàëüíi ìíîãî÷ëåíè, ϖ(t;ω) � ñòàíäàðòíèé

ñêàëÿðíèé âiíåðiâ ïðîöåñ, 0 < t1 < . . . < tm = T � ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó,
φ(·) ç éìîâiðíiñòþ 1 äîïóñêà¹ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.

Îçíà÷åííÿ 6.1 Ì'ÿãêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.41)�(6.43) íàçâåìî âèïàäêîâó
ôóíêöiþ u(t, x, ω), óçãîäæåíó ç ïîòîêîì σ-àëãåáð {Ft} ÿêà, ïðè êîæíîìó
t ∈ (0;T ] ç éìîâiðíiñòþ 1 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

u(t, x, ω) = µ−1(φ(x) + µ1u|t=1
+ . . .+ µmu|t=m

)+

+

t∫
0

∑
|k|≤2b

ak∂
k
xu(τ, x, ω)dτ +

t∫
0

∑
|k|≤b

bk∂
k
xu(τ, x, ω)d

∗ϖ(τ)

çà óìîâè, ùî iñíó¹ ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë Âiíåða-Iòî, ϖ(τ) ≡ ϖ(τ ;ω).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò òàêèé.

Òåîðåìà 6.1 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
1) Re

∑
|k|≤2b

ak(iξ)
k + 1

2(Im
∑

|k|+≤b
bk(iξ)

k)2 ≤ −δ1∥ξ∥2b + δ2, δj > 0, ξ ∈ Rn;

2) ïðè êîæíîìó ξ ∈ Rn i ω ∈ Ω âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
m∑
j=1

µjE{|Q(tj, ξ, ω)|} < µ < +∞,

äå Q(tj, ξ, ω) � íîðìàëüíèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.41),
E{·} � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ. Òîäi ç éìîâiðíiñòþ 1 iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà
G(t; t1, . . . , tm, x, ω) i ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.41)�(6.43) çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìóëîþ
u(t, x, ω) =

∫
Rn

G(t; t1, . . . , tm, x− ξ, ω)φ(ξ;ω)dξ.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çàãàëüíî¨ ñòðóêòóðè ç íåîáìåæåíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè òà îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, ùî äiþòü çà ÷àñòèíîþ êîìïîíåíò ïðîñòîðîâî¨
çìiííî¨, ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi òà äîñëiäæåíî
éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi.

Çà äîïîìîãîþ ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó Åéëåðà, Áåññå-
ëÿ ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñåïàðàòíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó íà êóñêîâî-îäíîðiäíîìó
iíòåðâàëi ç âiäïîâiäíèìè ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè.

Çäiéñíåíî ïîñòàíîâêó i ðîçâ'ÿçàío ñòîõàñòè÷íó m-òî÷êîâó çà ÷àñîì çàäà÷ó
Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó iç çáóðåííÿìè òèïó "áiëîãî
øóìó"ç âiä'¹ìíèìè çíà÷åííÿìè.

Ðåçóëüòàòè ï. 6.1 îäåðæàíi Ë.Ì. Ìåëüíè÷óê [59], ï. 6.2 � Î.Ì. Ëåíþêîì
[8, 9, 36], Ñ.Ã. Áëàæåâñüêèì [8, 9], à ï. 6.3 � Ã.Ì. Ïåðóí [64, 114].
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Ðîçäië 7

ÌÅÒÎÄÈ×ÍI ÀÑÏÅÊÒÈ ÍÀÂ×ÀÍÍß
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÒÀ IÍÔÎÐÌÀÒÈÊÈ
Â ÇÀÊËÀÄÀÕ ÎÑÂIÒÈ

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ìåòîäèöi íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè â îñâi-
òíiõ çàêëàäàõ Óêðà¨íè. Â íüîìó ðîçãëÿíóòi ïèòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþ-
âàííÿ iç çàñòîñóâàííÿì ñó÷àñíèõ iííîâàöiéíèõ êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié, à
òàêîæ, ïèòàííÿ ìîæëèâîñòåé âèêîðèñòàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ïiäõîäiâ i ãðàôi-
÷íîãî êàëüêóëÿòîðà âiëüíîãî äîñòóïó, äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâ ôóíêöié, ÿêi
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè
òà iòåðàöiÿìè. Êðiì öüîãî, äîñëiäæåíî åôåêòèâíiñòü ìåòîäó âiçóàëiçàöi¨ øëÿ-
õîì âèêîðèñòàííÿ ïëàòôîðìè Genially äëÿ ñòâîðåííÿ iíòåðàêòèâíîãî àíiìî-
âàíîãî êîíòåíòó. Ðîçãëÿíóòî ìåòîäè÷íi îñîáëèâîñòi äèñòàíöiéíîãî íàâ÷àííÿ
ïðè âèâ÷åííi ñåðåäîâèùà ïðîãðàìóâàííÿ Ñêðåò÷ òà äîöiëüíiñòü âèêîðèñòàííÿ
ìîáiëüíèõ çàñòîñóíêiâ äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîãðàìóâàííÿ â øêiëüíîìó îñâiòíüîìó
ïðîöåñi.

7.1 Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ â êîíòåêñòi ñó÷àñíèõ ií-

íîâàöiéíèõ êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàäà÷i �çàëiçíè÷íå ìiñöå òî÷îê� òà ¨¨ ãðà-
ôi÷íå ðîçâ'ÿçàííÿ çà äîïîìîãîþ âiäêðèòîãî ïðîãðàìíîãî ñåðåäîâèùà Lazarus
äëÿ ðîçðîáêè ïðîãðàìè ïîáóäîâè ãðàôiêà øóêàíî¨ ëiíi¨ çà çíàéäåíîþ ìàòåìà-
òè÷íîþ ìîäåëëþ ìîâîþ Object Pascal. Çàçíà÷åíî, ùî íàâåäåíå ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i-ìîäåëi ðîçøèðèòü êðóãîçið i çáàãàòèòü ó÷íiâ ÇÍÇ òà ñòóäåíòiâ ÇÂÎ
ìàòåìàòè÷íèìè iäåÿìè ùîäî ìiæäèñöèïëiíàðíèõ çâ'ÿçêiâ ìàòåìàòèêè é ií-
ôîðìàòèêè, äîïîìîæå ¨ì ïðè ïîãëèáëåíîìó âèâ÷åííi çàçíà÷åíèõ ïðåäìåòiâ i
ïiäãîòîâöi äî îëiìïiàä i òóðíiðiâ ç ìàòåìàòèêè.
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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ó ñó÷àñíié íàóöi âiäáóâà¹òüñÿ ÷iòêå óñâiäîìëåí-
íÿ ìîäåëüíîãî õàðàêòåðó çíàíü ïðî îòî÷óþ÷å ñåðåäîâèùå, òîáòî íîâå çíàííÿ
ïåâíî¨ ãàëóçi íàóêè ïîâ'ÿçàíå ç äîñëiäæåííÿì íå âëàñíå ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ
äîâêiëëÿ, à ¨õíiõ ìîäåëåé, íàñàìïåðåä, ìàòåìàòè÷íèõ. Â ðåçóëüòàòi öüîãî,
â ìåæàõ îñâiòíüî¨ ïàðàäèãìè âèíèêà¹ ïîòðåáà âèêîðèñòàííÿ ìåòîäîëîãi¨ òà
åëåìåíòiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ iç çàñòîñóâàííÿì ñó÷àñíèõ iííîâàöié-
íèõ êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié (IÊÒ) â ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè é ïðèðîäîçíàâ-
ñòâà. Êðiì òîãî, íà òóðíiðàõ ç ìàòåìàòèêè ÷àñòî ïðîïîíóþòü ðîçâ'ÿçóâàòè
çàäà÷i-ìîäåëi, ÿêi â ðåàëüíîìó æèòòi ìîæóòü i íå iñíóâàòè, àëå ñòâîðåííÿ ¨õ
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé i äîñëiäæåííÿ îñòàííiõ âèìàãà¹ ïåâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨
ïiäãîòîâêè i íàëåæíîãî âîëîäiííÿ ñó÷àñíèìè IÊÒ.

Àíàëiç äiþ÷èõ íàâ÷àëüíèõ ïðîãðàì ç ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií ÿê ÇÍÇ,
òàê i ÇÂÎ, ìåòîäè÷íî¨ ëiòåðàòóðè äà¹ ïiäñòàâè çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî
ïðîáëåìà ïîñëiäîâíîãî i ñèñòåìàòè÷íîãî ôîðìóâàííÿ â ñóá'¹êòiâ íàâ÷àííÿ
óìiíü ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ñó÷àñíèõ IÊÒ â ïðîöåñi
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äîâêiëëÿ ¹ íåäîñòàòíüî ðîçðîáëåíîþ. Íåîáõiäíiñòü ôîð-
ìóâàííÿ â ñóá'¹êòiâ íàâ÷àííÿ óìiíü ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â ïðîöåñi
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðåàëüíèõ çàäà÷ iç çàñòîñóâàííÿì ñó÷àñíèõ IÊÒ, ç îäíîãî áîêó,
i íåäîñòàòíié ðiâåíü âèñâiòëåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè â ìåòîäè÷íié ëiòåðàòóði � ç
iíøîãî, âèçíà÷àþòü àêòóàëüíiñòü ïðîïîíîâàíîãî äîñëiäæåííÿ.
Àíàëiç îñòàííiõ äîñëiäæåíü i ïóáëiêàöié. Óìiííÿ ìàòåìàòè÷íîãî

ìîäåëþâàííÿ ôîðìó¹òüñÿ â ñóá'¹êòiâ íàâ÷àííÿ ó ïðîöåñi ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-
äà÷ ç óñiõ ïðåäìåòiâ ïðèðîäíè÷î-ìàòåìàòè÷íîãî öèêëó. Ìîäåëüíèé ïiäõiä äî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äîâêiëëÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ¨õ óìîâè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê
âåðáàëüíèé îïèñ ïåâíèõ ïðîöåñiâ. Çà ðåçóëüòàòàìè àíàëiçó öèõ óìîâ âèçíà÷à-
þòüñÿ îñîáëèâîñòi öèõ ïðîöåñiâ, ¨õ ïàðàìåòðè, íàêëàäàþòüñÿ ïåâíi îáìåæåííÿ
íà ïàðàìåòðè, à ïîòiì îáèðà¹òüñÿ àäåêâàòíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò i ñòâî-
ðþþòüñÿ ¨õ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi. Òàêèì çàäà÷àì ïðèñâÿ÷åíà íèçêà ÿê âiò÷è-
çíÿíèõ, òàê i çàêîðäîííèõ ïóáëiêàöié. Çîêðåìà, Â. Âîëîøåíà â [11] ðîçãëÿäà¹
öèêë ôiçè÷íèõ çàäà÷, îñíîâíîþ ìåòîþ ÿêèõ ¹ âèâ÷åííÿ ó÷íÿìè âiäìiííèõ îñî-
áëèâîñòåé (âëàñòèâîñòåé) ìîäåëåé, ôîðìóâàííÿ â íèõ îêðåìèõ êîìïîíåíòiâ
(ñêëàäîâèõ) çàãàëüíîíàâ÷àëüíîãî óìiííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Â.À. Êóøíið ó [34] îïèñàâ çàãàëüíèé ïiäõiä ùîäî ñòâîðåííÿ é
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi çàäà÷i êîíñòðóþâàííÿ ïåâíî¨ ôóíêöi¨ iç
çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè ç âèêîðèñòàííÿì IÊÒ. Î.À. Ñàìàðñêèé, Î.Ï. Ìè-
õàéëîâ ó [78] íàâîäÿòü ìåòîäè i ïðèêëàäè ïîáóäîâè òà àíàëiç ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé äëÿ ðiçíèõ çàäà÷ ìåõàíiêè, ôiçèêè, áiîëîãi¨, åêîíîìiêè, ñîöiîëîãi¨.
Ìåòîþ ñòàòòi ¹ äîñëiäæåííÿ îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i-ìîäåëi çà äî-

112



ïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ñó÷àñíèõ iííîâàöié-
íèõ êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié. Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåðiàëó äîñëiäæåííÿ. Çà
äîïîìîãîþ ìîäåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ìîæíà âèâ÷àòè òàêi ïðîöåñè, äëÿ ÿêèõ
ðåàëüíi â ïðèíöèïi íåìîæëèâi. Îòðèìàíà ïðè öüîìó ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ¹
ôîðìàëüíîþ ñõåìîþ ðåàëüíîãî ïðîöåñó, à àíàëiç ðåçóëüòàòiâ çà äîïîìîãîþ
ñó÷àñíèõ iííîâàöiéíèõ êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié âñòàíîâëþ¹ âïëèâ ââåäåíèõ
ïàðàìåòðiâ íà äîñëiäæóâàíèé ïðîöåñ òîùî.

Ïðîiëþñòðîâàíî ñêàçàíå íà ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i � 20 (Çàëiçíè÷íå ìiñöå
òî÷îê), çàïðîïîíîâàíî¨ íà XVII òóðíiði þíèõ ìàòåìàòèêiâ iìåíi ß.É. ßäðåíêà
ó 2014 ðîöi.
Çàäà÷à. Iç çàëiçíè÷íî¨ ñòàíöi¨ � òî÷êè S � âèõîäÿòü äâi êîëi¨-ïðîìåíi,

âçäîâæ ÿêèõ çi ñòàëèìè øâèäêîñòÿìè ðóõàþòüñÿ äâà ïî¨çäè-âiäðiçêè; ïðîìå-
íi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Ïî îäíié ç êîëié ïåðøèé ïî¨çä ðóõà¹òüñÿ ó
íàïðÿìêó äî ñòàíöi¨ S, à ïî iíøié � äðóãèé ïî¨çä âiääàëÿ¹òüñÿ âiä öi¹¨ ñòàí-
öi¨. Ðîçãëÿäàòèìåìî ðóõ ïî¨çäiâ-âiäðiçêiâ ëèøå âïðîäîâæ òàêîãî ïðîìiæêó
÷àñó, ïðîòÿãîì ÿêîãî âîíè íå âè¨æäæàþòü çà ìåæi êîëié-ïðîìåíiâ. Ó êîæåí
ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó ðîçãëÿäàòèìåìî îïóêëi ÷îòèðèêóòíèêè, âåðøèíàìè
ÿêèõ ¹ êiíöi ïî¨çäiâ-âiäðiçêiâ. Ç'ÿñóéòå, çà ÿêî¨ íåîáõiäíî¨ òà äîñòàòíüî¨ óìîâè
âñi òî÷êè ïåðåòèíó äiàãîíàëåé òàêèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ ëåæàòèìóòü íà äåÿêié
ïàðàáîëi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîäàíî â [22].

7.2 Ìåòîäè÷íi îñîáëèâîñòi ðîçâ'ÿçóâàííÿ iððàöiîíàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ìîæëèâîñòåé âèêîðèñòàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ïiäõîäiâ i
ãðàôi÷íîãî êàëüêóëÿòîðà âiëüíîãî äîñòóïó âiä desmos.com äëÿ ïîáóäîâè ãðà-
ôiêiâ ôóíêöié, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ç ïàðàìåòðàìè ç iòåðàöiÿìè. Çàçíà÷åìî, ùî âèêîðèñòàííÿ çàïðîïîíîâà-
íîãî ïiäõîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ íàâåäåíèõ çàäà÷ ðîçøèðèòü êðóãîçið i çáàãàòèòü
ó÷íiâ ÇÍÇ ìàòåìàòè÷íèìè iäåÿìè, äîïîìîæå ¨ì ïðè ïîãëèáëåíîìó âèâ÷åííi
ìàòåìàòèêè òà ïiäãîòîâöi äî îëiìïiàä i òóðíiðiâ ç ìàòåìàòèêè.
Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Óñïiøíà ñàìîðåàëiçàöiÿ îñîáèñòîñòi çà óìîâ ñüî-

ãîäåííÿ ïåâíîþ ìiðîþ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ çîêðåìà é áàçîâèìè çíàííÿìè ç ìàòå-
ìàòèêè. Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ìàéáóòíiõ ïðîôåñié òiñíî
ïîâ'ÿçàíi ç îñòàííüîþ, ïîñòà¹ ïîòðåáà ó ïîâíiøîìó îïàíóâàííi ïîíÿòòÿìè,
òåîðiÿìè ç âèêîðèñòàííÿì iííîâàöiéíèõ òåõíîëîãié ó íàâ÷àííi òà îðãàíiçà-
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öi¨ äîñëiäíèöüêî¨ é ïðîåêòíî¨ äiÿëüíîñòi ó ãàëóçi ìàòåìàòèêè, ÿêi ñïðèÿþòü
ôîðìóâàííþ âèñîêîãî ðiâíÿ ïðàêòè÷íèõ êîìïåòåíòíîñòåé ñóá'¹êòiâ íàâ÷à-
ííÿ, îði¹íòîâàíèõ íà ðîçâèòîê îñîáèñòîñòi îñòàííiõ. Êðiì òîãî, ðåçóëüòà-
òè îëiìïiàä ç ìàòåìàòèêè ðiçíîãî ðiâíÿ, òóðíiðiâ þíèõ ìàòåìàòèêiâ òîùî
äàþòü ïiäñòàâè êîíñòàòóâàòè ïðî íåäîñòàòíþ ñïðîìîæíiñòü ó÷íiâ çàãàëüíî-
îñâiòíiõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ íàëåæíî âèêîðèñòîâóâàòè íåñòàíäàðòíi ïiäõîäè
ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi, íàïðèêëàä, iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè. Ïîòðå-
áà ó çàñòîñóâàííi íåñòàíäàðòíèõ ïðèéîìiâ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ
ðiâíÿíü, îñîáëèâî ç ïàðàìåòðàìè, iç âèêîðèñòàííÿì ãðàôi÷íî¨ iëþñòðàöi¨ çáà-
ãà÷ó¹ ó÷íiâ ÇÍÇ ìàòåìàòè÷íèìè iäåÿìè ïðè ïîãëèáëåíîìó âèâ÷åííi ìàòåìà-
òèêè.
Àíàëiç îñòàííiõ äîñëiäæåíü i ïóáëiêàöié. Ùîá óñïiøíî íàâ÷àòèñÿ

ðîçâ'ÿçóâàòè iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ ç ïàðàìåòðàìè, íåîáõiäíî âîëîäiòè çà-
ãàëüíèìè âìiííÿìè òà íàâè÷êàìè áà÷èòè ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè, ïîðiâíþâàòè
¨õ ç iíøèìè, ìàòè âiäïîâiäíèé ðiâåíü óÿâè, áóòè êìiòëèâèì. Òàêi âìiííÿ i
ÿêîñòi ðîçâèâàþòüñÿ òà äîïîâíþþòüñÿ òâîð÷èìè ïiäõîäàìè â÷èòåëÿ é ó÷íÿ,
à äîïîìàãà¹ öüîìó âèêîðèñòàííÿ iííîâàöiéíi òåõíîëîãi¨ íàâ÷àííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ïîøóêè åôåêòèâíèõ øëÿõiâ ïiäâèùåííÿ ðiâíÿ ïðîöåñó íà-
â÷àííÿ ó÷íiâ íåòðàäèöiéíèì ïiäõîäàì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ i ïiäãîòîâêè ¨õ
äî îëiìïiàä ç ìàòåìàòèêè ðiçíîãî ðiâíÿ, òóðíiðiâ òîùî ïðèâåðòàþòü óâàãó
ïåäàãîãiâ, ó÷åíèõ i ïðàêòèêiâ.

À.I. Êîçêî, Â.Ã. ×èðñüêèé ó [31] íà ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü
ç ïàðàìåòðàìè, à Ä.Ò. Áåëåøêî ó [7] íà ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü
äåìîíñòðóþòü íåñòàíäàðòíi ïiäõîäè ùîäî ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ, ïðîòå íå âèêîðè-
ñòîâóþòü ìîæëèâîñòåé çàñòîñóâàííÿ ñó÷àñíèõ iííîâàöiéíèõ òåõíîëîãié.
Ìåòîþ ¹ äîñëiäæåííÿ îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ïàðàìåòðàìè.
Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåðiàëó äîñëiäæåííÿ. Íà çîâíiøíüîìó íåçàëå-

æíîìó îöiíþâàííi, îëiìïiàäàõ ç ìàòåìàòèêè ðiçíîãî ðiâíÿ i òóðíiðàõ òðàïëÿ-
þòüñÿ iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ ç ïàðàìåòðàìè, ÿêi ïîòðiáíî âèêîíàòè çà îáìå-
æåíèé ÷àñ, ïðè öüîìó ¨õ ó÷àñíèêàì äîöiëüíiøå çíàéòè íàéêîðîòøèé øëÿõ
ðîçâ'ÿçàííÿ, çàñòîñóâàâøè íåòðàäèöiéíèé, îðèãiíàëüíèé ìåòîä òîùî. Òàêi
ïðèéîìè ïîâ'ÿçàíi ç ìàòåðiàëîì, ùî âèâ÷àþòü ó ÇÍÇ i âèìàãàþòü âäóìëè-
âîãî ïiäõîäó ùîäî ïîøóêó ¨õ îðèãiíàëüíèõ ðîçâ'ÿçàíü.

Ó ðiçíèõ çáiðíèêàõ çàäà÷ ç ìàòåìàòèêè íàÿâíi iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ ç
ïàðàìåòðàìè, ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêèõ ñòàíäàðòíèìè ñïîñîáàìè ¹ ãðîìiçäêèì àáî
íåìîæëèâèì, à çàñòîñóâàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ïiäõîäiâ òà âëàñòèâîñòåé ôóí-
êöié i ñó÷àñíèõ iííîâàöiéíèõ ìåòîäiâ, ñïðèÿ¹ ïðîñòiøîìó òà ðàöiîíàëüíîìó
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¨õ ðîçâ'ÿçàííþ.
Çàäà÷à 1. Çíàéòè óñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ√

a+
√
a+ sinx = sinx

ìà¹ ðîçâ'ÿçêè.
Çàäà÷à 2. Çíàéòè óñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà à, ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ√

5a+

√
5a− x2

4
− 4 +

x2

4
+ x = 0

ìà¹ ðîçâ'ÿçêè.
Ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ çàäà÷ íàâåäåíi â [23].
Ñüîãîäíi âàæëèâî îâîëîäiòè ðiçíèìè ìîæëèâîñòÿìè ïðàâèëüíîãî îôîðì-

ëåííÿ àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè ç iòå-
ðàöiÿìè, ÿêèé áè íå ìiñòèâ ãðîìiçäêèõ âèêëàäîê, àëå çà äîïîìîãîþ îñòàí-
íiõ ìîæíà áóëî á ïðîäåìîíñòðóâàòè ÿñêðàâi åôåêòèâíi, à iíîäi é íåñïî-
äiâàíi çàñòîñóâàííÿ òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó, ó íàøîìó âèïàäêó ñòîñîâíî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè.

Ââàæà¹ìî, ùî íàâåäåíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë i ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàíèõ
çàäà÷ çáàãàòèòü ìàòåìàòè÷íèìè iäåÿìè, äîïîìîæóòü ïðè ïîãëèáëåíîìó âè-
â÷åííi ìàòåìàòèêè, ïiäãîòîâöi äî îëiìïiàä i êîíêóðñiâ ç ìàòåìàòèêè ðiçíîãî
ðiâíÿ òà âèðîáëÿòü ïîòðåáó ó êîðèñòóâàííi ñó÷àñíèìè ãðàôi÷íèìè êàëüêóëÿ-
òîðàìè, ÿêi ¹ ó âiëüíîìó åëåêòðîííîìó äîñòóïi, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷.

7.3 Âèêîðèñòàííÿ ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ ïðè âèâ÷åííi ií-

ôîðìàòèêè ó çàêëàäàõ îñâiòè

7.3.1 Ðåàëiçàöiÿ ìåòîäó âiçóàëiçàöi¨ øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ïëà-
òôîðìè Genially äëÿ ñòâîðåííÿ iíòåðàêòèâíîãî àíiìîâàíîãî
êîíòåíòó

Ó ïóáëiêàöi¨ [60] ïðîâîäèòüñÿ àíàëiç âèâ÷åííÿ òåìè ¾Êîìï'þòåðíi ïðåçåíòà-
öi¨¿ çäîáóâà÷àìè ñåðåäíüî¨ îñâiòè òà îáãîâîðþ¹òüñÿ ¨¨ âàæëèâiñòü ïðè ïiäãî-
òîâöi â÷èòåëiâ iíôîðìàòèêè ó çàêëàäàõ âèùî¨ îñâiòè. Ïðîïîíó¹òüñÿ âèâ÷åííÿ
ó÷íÿìè òà ñòóäåíòàìè ïëàòôîðìè Genially äëÿ ñòâîðåííÿ àíiìîâàíèõ ïðåçåí-
òàöié òà iíøîãî iíòåðàêòèâíîãî êîíòåíòó.

Îäíi¹þ ç åôåêòèâíèõ òåõíîëîãié àêòèâiçàöi¨ íàâ÷àííÿ ó çàêëàäi îñâiòè
áóäü-ÿêîãî ðiâíÿ ¹ ìåòîä âiçóàëiçàöi¨ íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó. Òåõíîëîãi¨ âiçóà-
ëiçàöi¨ íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó  ðóíòóþòüñÿ íà òîìó, ùî âiçóàëüíå ñïðèéíÿòòÿ
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¹ îäíèì ç âèçíà÷àëüíèõ äëÿ ëþäèíè. Ç iíøîãî áîêó, ñó÷àñíi îñâiòíi êîíöåïöi¨
ñïðÿìîâàíi íà çáiëüøåííÿ iíôîðìàöiéíîãî íàâàíòàæåííÿ íà ó÷íÿ ÷è ñòóäåí-
òà, ùî âèìàãà¹ ÿêiñíî¨ ïiäãîòîâêè ïåäàãîãà.

Îäíèì ç íàéïîøèðåíiøèõ çàðàç ìåòîäiâ âiçóàëiçàöi¨ ¹ âèêîðèñòàííÿ â îñâi-
òíié äiÿëüíîñòi ïðåçåíòàöié òà iíøèõ äèäàêòè÷íèõ ìàòåðiàëiâ. ×èì ìîëîäøi
äiòè, òèì áiëüø ÿñêðàâîþ òà iíòåðàêòèâíîþ ìà¹ áóòè íàî÷íiñòü: çîáðàæåí-
íÿ, âiäåî, iíôîãðàôiêà, àíiìàöi¨, äiàãðàìè òîùî. Âèêîðèñòàííÿ ïðåçåíòàöié
ó çàêëàäàõ îñâiòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ â òàêèõ àñïåêòàõ. Ïî-ïåðøå, öå âèâ÷åííÿ
ó÷íÿìè ÷è ñòóäåíòàìè ñåðâiñiâ äëÿ ñòâîðåííÿ ïðåçåíòàöié ç ìåòîþ äåìîí-
ñòðóâàííÿ íèìè ðåçóëüòàòiâ ñâî¹¨ äîñëiäíèöüêî¨ ÷è ïðî¹êòíî¨ äiÿëüíîñòi. Ïî-
äðóãå, öå âèêîðèñòàííÿ ïðåçåíòàöié â÷èòåëÿìè ÷è âèêëàäà÷àìè äëÿ ïîäàííÿ
íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó. Îñîáëèâå ìiñöå òóò çàéìà¹ íàâ÷àííÿ ìàéáóòíiõ â÷è-
òåëiâ iíôîðìàòèêè, àäæå âîíè â ñâî¨é äiÿëüíîñòi ìàþòü ðåàëiçîâóâàòè îáèäâà
àñïåêòè: i íàâ÷àòè ó÷íiâ ñòâîðþâàòè ïðåçåíòàöi¨, i ñàìèì òàêèì ñïîñîáîì ïðå-
çåíòóâàòè ìàòåðiàë óðîêó.

Ïðîàíàëiçó¹ìî çìiñò íàâ÷àëüíîãî ìàòåðiàëó çi øêiëüíî¨ iíôîðìàòèêè ñòî-
ñîâíî ïèòàííÿ êîìï'þòåðíèõ ïðåçåíòàöié. Ïî÷èíàþ÷è ç 2018 ðîêó, çàïðîâà-
äæåíà ðåôîðìà ñèñòåìè ñåðåäíüî¨ îñâiòè Ìiíiñòåðñòâà îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè
� íîâà óêðà¨íñüêà øêîëà. Çãiäíî ç öi¹þ ðåôîðìîþ îêðåìî âèäiëåíà iíôîðìà-
òè÷íà îñâiòíÿ ãàëóçü, îäíi¹þ ç öiëåé ÿêî¨ ¹ ðîçâèòîê çäàòíîñòi ó÷íÿ âèêîðè-
ñòîâóâàòè öèôðîâi iíñòðóìåíòè òà òåõíîëîãi¨ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåì, òâîð-
÷îãî ñàìîâèðàæåííÿ, çàáåçïå÷åííÿ âëàñíîãî i ñóñïiëüíîãî äîáðîáóòó, êðèòè-
÷íîãî ìèñëåííÿ. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ iíôîðìàòè÷íî¨ ãàëóçi çàòâåðäæåíî ïðîãðàìè
ç iíôîðìàòèêè, ÿêi ïîáóäîâàíi çà êîíöåíòðè÷íî-ëiíiéíèì ïðèíöèïîì, òîáòî
òi çíàííÿ, ÿêi ó÷íi îòðèìàëè ó ìîëîäøèõ êëàñàõ, ïîãëèáëþþòüñÿ òà ðîçøè-
ðþþòüñÿ ó ñòàðøèõ êëàñàõ, ïîñòóïîâî çáiëüøó¹òüñÿ i ñêëàäíiñòü íàâ÷àëüíèõ
òåì. Öå ñòîñó¹òüñÿ i òåìè ¾Êîìï'þòåðíi ïðåçåíòàöi¨¿.

Çãiäíî ç ðåêîìåíäîâàíèìè Ìiíiñòåðñòâîì îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè íà-
â÷àëüíèìè ïðîãðàìàìè [95, 91, 92] äëÿ ïî÷àòêîâî¨ òà áàçîâî¨ îñâiòè, òåìà
¾Êîìï'þòåðíi ïðåçåíòàöi¨¿ âèâ÷à¹òüñÿ ïåðåâàæíî ó 3-6 êëàñàõ. Òàê, çìiñò
ìàòåðiàëó ïî êëàñàõ â îñíîâíîìó òàêèé:
3 êëàñ. Êîìï'þòåðíi ïðåçåíòàöi¨, ðåäàãóâàííÿ ïðåçåíòàöié. Óòâîðåííÿ íî-

âîãî ñëàéäó, òåêñòîâîãî âiêíà. Äîïîâíåííÿ ïðåçåíòàöi¨ òåêñòîì, çîáðàæåííÿì,
ñõåìîþ. Ôîðìàòóâàííÿ ïðåçåíòàöi¨. Ðåæèì ïîêàçó ïðåçåíòàöi¨.
4 êëàñ. Ôîðìàòóâàííÿ òà ðåäàãóâàííÿ îá'¹êòiâ ïðåçåíòàöi¨. Äîäàâàííÿ

àíiìàöiéíèõ åôåêòiâ äî îá'¹êòiâ ïðåçåíòàöi¨. Âèêîðèñòàííÿ òàáëèöü i äiàãðàì
ó ïðåçåíòàöi¨.
5-6 êëàñè. Ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ äëÿ ñòâîðåííÿ é âiäòâîðåííÿ
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êîìï'þòåðíèõ ïðåçåíòàöié. Åòàïè ñòâîðåííÿ ïðåçåíòàöi¨ òà âèìîãè äî ¨¨
îôîðìëåííÿ. Îá'¹êòè ïðåçåíòàöi¨ òà çàñîáè êåðóâàííÿ ¨¨ äåìîíñòðàöi¹þ. Òèïè
ñëàéäiâ. Íàëàøòóâàííÿ ïîêàçó ïðåçåíòàöié. Åôåêòè àíiìàöi¨, ðóõ îá'¹êòiâ â
ïðåçåíòàöiÿõ. Ðiçíîâèäè òà ñôåðè çàñòîñóâàííÿ àíiìàöi¨. Åôåêòè çìiíè ñëàé-
äiâ. Ïëàíóâàííÿ ïðåäñòàâëåííÿ ïðåçåíòàöi¨ òà âèñòóï ïåðåä àóäèòîði¹þ.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ðåäàêòîðiâ ïðåçåíòàöié, ÿêi äiòè âèâ÷àþòü ó øêîëi, òî ó
ìàéæå âñiõ ïiäðó÷íèêàõ [94], ðåêîìåíäîâàíèõ Ìiíiñòåðñòâîì îñâiòè i íàóêè
Óêðà¨íè, äåòàëüíî âèâ÷à¹òüñÿ íàéáiëüø ïîøèðåíèé ðåäàêòîð ïðåçåíòàöié Mi-
crosoft PowerPoint. Ëèøå ó ïiäðó÷íèêàõ Í. Ìîðçå ïàðàëåëüíî âèâ÷àþòüñÿ
ðåäàêòîðè ïðåçåíòàöié Microsoft PowerPoint òà LibreO�ce Impress. Ó äåÿêèõ
ïiäðó÷íèêàõ (íàïðèêëàä, Î. Êîðøóíîâî¨ òà ß. Ãëèíñüêîãî äëÿ 5 êëàñó) âêàçà-
íî òàêîæ iíøi ñåðâiñè, à ñàìå Google Slides, Apple Keynote, OOO4Kids Impress,
Prezi, Zoho Show, SlideRoscet òîùî òà îïèñàíi äåÿêi ¨õ ïåðåâàãè. Çîêðåìà, ðå-
äàêòîðîì Keynote ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ íà iPad òà íà iPhone, ùî âàæëèâî
ïðè äèñòàíöiéíîìó íàâ÷àííi.

Òàêèì ÷èíîì, ó øêîëi âèâ÷åííÿ ñåðåäîâèù ñòâîðåííÿ ïðåçåíòàöié âiäáó-
âà¹òüñÿ ó 3-6 êëàñàõ, ïðè÷îìó êîæíîãî ðîêó öå îäèí i òîé ñàìèé ðåäàêòîð.

Òiëüêè ó âóçàõ ïðè ïiäãîòîâöi â÷èòåëiâ iíôîðìàòèêè ¹ ìîæëèâiñòü ïåðåä-
áà÷èòè âèâ÷åííÿ iíøèõ ñåðåäîâèù ñòâîðåííÿ ïðåçåíòàöié, ñó÷àñíiøèõ, ç áiëü-
øèìè ìîæëèâîñòÿìè. Îäíèì ç íèõ ¹ ïëàòôîðìà äëÿ ñòâîðåííÿ iíòåðàêòèâíèõ
àíiìîâàíèõ ïðåçåíòàöié Genially [93].

Genially � ñó÷àñíèé áàãàòîçàäà÷íèé îíëàéí-ñåðâiñ äëÿ ëåãêîãî òà øâèäêîãî
ñòâîðåííÿ áóäü-ÿêîãî âiçóàëüíîãî òà iíòåðàêòèâíîãî âìiñòó äëÿ iíäèâiäóàëü-
íîãî ÷è êîìàíäíîãî âèêîðèñòàííÿ. Âií áóâ ñòâîðåíèé ó 2015 ðîöi â Iñïàíi¨ i ç
òîãî ÷àñó íèì êîðèñòóþòüñÿ ó áàãàòüîõ êðà¨íàõ.

Îïèøåìî ïåðåâàãè ñåðåäîâèùà Genially:
� íå ïîòðiáíî íi÷îãî çàâàíòàæóâàòè, ùîá âèêîðèñòîâóâàòè éîãî, öå îíëàéí-

ðåäàêòîð;
� òóò ìîæíà ñòâîðèòè íå ëèøå iíòåðàêòèâíi ïðåçåíòàöi¨ ç àíiìàöi¹þ òà ìî-

æëèâiñòþ íàëàøòóâàííÿ, àëå òàêîæ é iíòåðàêòèâíi çîáðàæåííÿ, êàðòè, çâiòè,
iíôîãðàôiêó, âiêòîðèíè, ïëàêàòè, âiäåî, ñòði÷êè ÷àñó, iãðè òà âiðòóàëüíi ïî-
ñiáíèêè òà iíøi êàòåãîði¨;

� äëÿ êîæíî¨ êàòåãîði¨ ¹ ñîòíi øàáëîíiâ òà òèñÿ÷i ðåñóðñiâ (ïiêòîãðàìè,
øðèôòè, iëþñòðàöi¨ òà ôîíè) äëÿ íàëàøòóâàííÿ âìiñòó, öi øàáëîíè ðîçðî-
áëåíi êîìàíäîþ ïðîôåñiéíèõ äèçàéíåðiâ;

� äëÿ ïî÷àòêó ðîçðîáêè åëåêòðîííèõ îñâiòíiõ ðåñóðñiâ íå ïîòðiáíî ìàòè
íàâè÷êè ïðîãðàìóâàííÿ ÷è äèçàéíó, âñå çðîçóìiëî íà iíòó¨òèâíîìó ðiâíi;

� õî÷à ìîâàìè iíòåðôåéñó ¹ àíãëiéñüêà, iñïàíñüêà òà ôðàíöóçüêà, òà ó
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áðàóçåði Google Chrome ìîæíà ëåãêî íàëàøòóâàòè àâòîìàòè÷íèé ïåðåêëàä
ñåðâiñó óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ;

� ñåðâiñ ìà¹ áåçêîøòîâíó òà ïëàòíó âåðñi¨, ïðîòå i ó áåçêîøòîâíié âåðñi¨
öiëêîì äîñòàòíüî øàáëîíiâ òà iíñòðóìåíòiâ äëÿ ñòâîðåííÿ ðîáiò i ÷àñ êîðè-
ñòóâàííÿ íèìè íåîáìåæåíèé;

� Genially äîçâîëÿ¹ îðãàíiçóâàòè ïðî¹êòíó äiÿëüíiñòü, ùî âàæëèâî äëÿ
ôîðìóâàííÿ â ó÷íiâ íàâè÷îê ñïiëüíî¨ ðîáîòè.

Ùîá ïî÷àòè âèêîðèñòîâóâàòè Genially, òðåáà: 1) óâiéòè çà ïîñèëàííÿì
https://genial.ly/ òà çàðå¹ñòðóâàòèñÿ; 2) âèáðàòè êàòåãîðiþ òà øàáëîí; 3)
ðåäàãóâàòè, äîäàþ÷è ðiçíi åëåìåíòè, ðåñóðñè àáî åôåêòè íà çîáðàæåííÿõ;
âèáðàòè ðåæèì íàâiãàöi¨ ìiæ ñòîðiíêàìè; 4) âèáðàòè iíòåðàêòèâíiñòü, òîáòî
âiäåî, êàðòè Google, ãðàôiêè, âìiñò â ñîöiàëüíèõ ìåðåæàõ òîùî; 5) äîäàòè
àíiìàöiþ; 6) ïîäiëèòèñÿ ñòâîðåíèì ÷åðåç ñîöiàëüíi ìåðåæi, çà ïîñèëàííÿì,
âñòàâèòè ¨¨ íà âåá-ñòîðiíêó ÷è áëîã, íàäiñëàòè åëåêòðîííîþ ïîøòîþ àáî çà-
âàíòàæèòè ó ôîðìàòi PDF, JPG àáî â HTML.

Âðàõîâóþ÷è ïðîñòîòó ðîáîòè â ñåðåäîâèùi Genially òà ÷óäîâi ðåçóëüòàòè,
ìîæíà ðåêîìåíäóâàòè âêëþ÷èòè éîãî âèâ÷åííÿ â ïðîãðàìó ç iíôîðìàòèêè
äëÿ ó÷íiâ 5-6 êëàñiâ ïiñëÿ äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ Microsoft PowerPoint. Äëÿ
ñòóäåíòiâ âóçiâ, ÿêi ïðîõîäÿòü íàâ÷àííÿ çà ñïåöiàëüíiñòþ ¾Ñåðåäíÿ îñâiòà
(iíôîðìàòèêà)¿, ñëiä âèâ÷àòè i çàñòîñîâóâàòè öåé ñåðâiñ â êóðñàõ, ïîâ'ÿçàíèõ
ç iíôîðìàöiéíèìè òåõíîëîãiÿìè â îñâiòi, çîêðåìà ó äèñèïëiíàõ ¾Âñòóï äî
ñïåöiàëüíîñòi¿, ¾IÒ òà îíëàéí-ñåðâiñè â ïðîôåñiéíié äiÿëüíîñòi â÷èòåëÿ¿,
¾Iíôîðìàöiéíî-êîìóíiêàöiéíi òåõíîëîãi¨ â îñâiòi¿, ¾Iíôîðìàöiéíi òåõíîëîãi¨
ó ïiäãîòîâöi äèäàêòè÷íèõ ìàòåðiàëiâ¿, ¾Ìåòîäèêà âïðîâàäæåííÿ äîñëiäíè-
öüêèõ ðîáiò ç iíôîðìàòèêè¿, ¾Òåõíîëîãi¨ âèêëàäàííÿ iíôîðìàòèêè ó çàêëà-
äàõ îñâiòè¿ òîùî.

7.3.2 Ìåòîäè÷íi îñîáëèâîñòi äèñòàíöiéíîãî íàâ÷àííÿ ïðè âèâ÷åí-
íi ñåðåäîâèùà ïðîãðàìóâàííÿ Ñêðåò÷

Ñêðåò÷ - öå ïðîãðàìíå ñåðåäîâèùå òà iíòåðïðåòîâàíà äèíàìi÷íà âiçóàëüíà
ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ, â ÿêié êîä ñòâîðþ¹òüñÿ øëÿõîì êîìáiíóâàííÿ ãðàôi-
÷íèõ áëîêiâ. Öÿ ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ ðîçðîáëåíà íà òðàäèöiÿõ ìîâè Logo òà
Squeak äîñëiäíèöüêîþ ãðóïîþ ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîôåñîðà Ìiò÷åëà Ð¹çíiêà
ïðè Ìàññà÷óñåòñüêîìó òåõíîëîãi÷íîìó iíñòèòóòi (ÑØÀ), ïåðøà âåðñiÿ Ñêðå-
ò÷ó ïðåäñòàâëåíà ó 2007 ðîöi.

Ñêðåò÷ - îäèí ç íàéêðàùèõ çàñîáiâ äëÿ íàâ÷àííÿ ïðîãðàìóâàííþ äiòåé
ìîëîäøîãî òà ñåðåäíüîãî øêiëüíîãî âiêó. Ñïðàâäi, áëîêàìè ëåãêî ìàíiïóëþ-
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âàòè, çàëó÷àþ÷è ðiçíîìàíiòíi ãðàôi÷íi îá'¹êòè, çîáðàæåííÿ, çâóêè òà ìóçèêó;
êîä ìîæíà çìiíþâàòè íàâiòü ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ; ó ñåðåäîâèùi áàãàòî çàñîáiâ,
ùîá ñòâîðþâàòè ðiçíîìàíiòíi iãðè, àíiìàöiéíi iñòîði¨, òåñòè, ïðåçåíòàöi¨ òîùî.
Êðiì öüîãî, ñåðåäîâèùå ìîæíà áåçêîøòîâíî çàâàíòàæèòè i âiëüíî âèêîðèñòî-
âóâàòè ó øêîëi ÷è ïîçàøêiëüíèõ çàêëàäàõ; âîíî ïåðåêëàäåíå 70 ìîâàìè; ïðî-
¹êòè ó Scratch ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè iíøèì êîðèñòóâà÷àì ó âñüîìó ñâiòi, áî
îðãàíiçîâàíà ìiæíàðîäíà iíòåðíåò-ñïiëüíîòà äëÿ âñiõ, õòî ïðîãðàìó¹ ó öüîìó
ñåðåäîâèùi.

ÌÎÍ Óêðà¨íè ùå ç 2013 ðîêó ðåêîìåíäó¹ [95, 91, 92] âèâ÷åííÿ ïðîãðàìó-
âàííÿ ó 3 - 7 êëàñàõ çäiéñíþâàòè ó ñåðåäîâèùi Ñêðåò÷, òà i â øêiëüíèõ ïiä-
ðó÷íèêàõ îïèñàíî ñàìå öå ñåðåäîâèùå ïðîãðàìóâàííÿ. Òîìó éîãî îáîâ'ÿçêîâî
ñëiä âèâ÷àòè ìàéáóòíiì â÷èòåëÿì iíôîðìàòèêè ïiä ÷àñ íàâ÷àííÿ ó âóçi.

Çâàæàþ÷è íà öå, íàøi ñòóäåíòè íà òðåòüîìó êóðñi îïàíîâóþòü Ñêðåò÷ ïðè
âèâ÷åííi äèñöèïëiíè ¾Iíòåðïðåòîâàíà äèíàìi÷íà âiçóàëüíà ìîâà ïðîãðàìóâà-
ííÿ¿. Ìåòîäè÷íî î÷íå íàâ÷àííÿ ïðîâîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì. Íà ëåêöiéíèõ çà-
íÿòòÿõ ïîäà¹òüñÿ iëþñòðîâàíèé ïðèêëàäàìè ìàòåðiàë ïðî iíòåðôåéñ, iíñòðó-
ìåíòè, âáóäîâàíèé ãðàôi÷íèé ðåäàêòîð, ìåòîäè ñòâîðåííÿ, ðóõó òà âçà¹ìîäi¨
ñïðàéòiâ, ìåòîäè êåðóâàííÿ ñïðàéòàìè, ìåòîäè ñòâîðåííÿ àíiìàöié, âèêîðè-
ñòàííÿ îïåðàòîðiâ öèêëó i ðîçãàëóæåííÿ, âèêîðèñòàííÿ çìiííèõ i ìàñèâiâ äëÿ
ñòâîðåííÿ ïðî¹êòiâ òîùî. Íà ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìåòîäèêà
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà âiäïîâiäíó òåìó, à íà ëàáîðàòîðíèõ çàíÿòòÿõ ñòóäåí-
òè âèêîíóþòü iíäèâiäóàëüíi ïðî¹êòè, â ÿêèõ çàñòîñîâóþòü âèâ÷åíi ïðèéîìè i
ìåòîäè. Öi ïðî¹êòè ñòóäåíòè ïðåçåíòóþòü íà íàñòóïíîìó ïðàêòè÷íîìó çàíÿò-
òi. Òðåáà çàóâàæèòè, ùî áiëüøiñòü çàâäàíü ìàþòü òâîð÷èé õàðàêòåð, òîáòî
ñòóäåíòàì òðåáà ñàìèì ïðèäóìàòè ñâîþ êàçêó, ãðó ÷è iñòîðiþ, âèáðàòè äiéîâi
îñîáè, ¨õ êîñòþìè, ïðèäóìàòè ñöåíàði¨ òà äiàëîãè, âèáðàòè ìåòîäè àíiìàöi¨.
×iòêî ðîçïèñàíi ëèøå çàñîáè, ÿêi îáîâ'ÿçêîâî ñëiä âèêîðèñòàòè, ùîá çàêðiïè-
òè ìàòåðiàë ïåâíî¨ òåìè. Ëàáîðàòîðíi çàíÿòòÿ ïðîâîäÿòüñÿ ó êîìï'þòåðíèõ
êëàñàõ, à íà ëåêöiÿõ i ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äåìîíñòðàöiÿ
åêðàíà âèêëàäà÷à. Íà îñíîâi ïðîâåäåíèõ ìíîþ çàíÿòü ç äèñöèïëiíè ¾Iíòåð-
ïðåòîâàíà äèíàìi÷íà âiçóàëüíà ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ¿ âèäàíî íàâ÷àëüíèé ïî-
ñiáíèê [62], ó ÿêîìó çiáðàíî ëåêöiéíèé ìàòåðiàë, ¹ çðàçêè âèêîíàííÿ ïðî¹êòiâ
äî êîæíî¨ òåìè, çàâäàííÿ äëÿ iíäèâiäóàëüíèõ ïðî¹êòiâ òà ìåòîäè÷íi ðåêîìåí-
äàöi¨ äî ¨õ ñòâîðåííÿ.

Iç âèìóøåíèì ïåðåõîäîì äî äèñòàíöiéíîãî íàâ÷àííÿ ó çâ'ÿçêó iç ïàíäåìi¹þ
Covid-19 âèíèêëà íåîáõiäíiñòü äåùî çìiíèòè ìåòîäèêó âèâ÷åííÿ öi¹¨ äèñöè-
ïëiíè. Òàê, çà íàÿâíîñòi ãîòîâèõ ïðåçåíòàöié ëåêöiéíi çàíÿòòÿ ñòàëî ïðîâîäè-
òè ëåãøå, îñêiëüêè ìè ïðàöþ¹ìî ó Google Meet, òîìó íå ïîòðiáíi äîäàòêîâi òå-
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õíi÷íi çàñîáè äëÿ äåìîíñòðàöi¨ åêðàíà. Ìåòîäè÷íi ìàòåðiàëè ìîæíà âiäïðàâ-
ëÿòè ñòóäåíòàì åëåêòðîííîþ ïîøòîþ, íàäàâàòè äîñòóï ó õìàði ÷è ïðàöþâàòè
â îñâiòíüîìó ñåðåäîâèùi Moodle. Çàõèñò âèêîíàíèõ iíäèâiäóàëüíèõ ïðî¹êòiâ
âiäáóâà¹òüñÿ ó Google Meet, òîìó êîæåí ìà¹ çìîãó ïîáà÷èòè i îöiíèòè ðîáîòó
îäíîãðóïíèêiâ, à öå äîçâîëÿ¹ íàâ÷èòèñÿ ìàéáóòíiì â÷èòåëÿì îöiíþâàòè çäî-
áóòêè ó÷íiâ. Êðiì öüîãî, ëåãêî ïðîâîäèòè îïèòóâàííÿ øëÿõîì òåñòóâàííÿ. À
ùå ñòóäåíòè çàâæäè ìàþòü ìîæëèâiñòü ïî÷åðïíóòè íîâi iäå¨, ïðîãëÿíóâøè i
ïðîàíàëiçóâàâøè ãîòîâi ïðîåêòè, âèêëàäåíi â iíòåðíåò-ñïiëüíîòi.

Ðàçîì ç òèì âèêîðèñòàííÿ òåõíîëîãié äèñòàíöiéíîãî íàâ÷àííÿ ìà¹ i ðÿä
íåäîëiêiâ. Íàñàìïåðåä öå ñòîñó¹òüñÿ ÿêîñòi iíòåðíåò-çâ'ÿçêó òà íàÿâíîñòi òå-
õíi÷íîãî îñíàùåííÿ. Àäæå â òîé ÷àñ, êîëè iíøi äèñöèïëiíè ìîæíà âèâ÷àòè,
ìàþ÷è ëèøå ñìàðòôîí, òî ó ñåðåäîâèùi Ñêðåò÷ ìîæíà ïðàöþâàòè ëèøå íà
êîìï'þòåði ÷è íîóòáóöi. Iíøèìè íåäîëiêàìè ¹ âiäñóòíiñòü áåçïîñåðåäíüîãî
ñïiëêóâàííÿ çi ñòóäåíòàìè òà øêîäà ôiçè÷íîìó çäîðîâ'þ âiä çàíàäòî äîâãîãî
ñèäiííÿ ïåðåä ìîíiòîðîì äëÿ âñiõ ñóá'¹êòiâ íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó.

7.3.3 Ìîáiëüíi çàñòîñóíêè äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîãðàìóâàííÿ â øêiëü-
íîìó îñâiòíüîìó ïðîöåñi

Îñòàííi ðîêè çìóñèëè ïðîöåñ íàâ÷àííÿ íàáóòè çíà÷íî iíøîãî õàðàêòåðó. Ó
çâ'ÿçêó ç ïàíäåìi¹þ òà ïîâíîìàøòàáíîþ âiéíîþ â Óêðà¨íi, ëåäü íå âñi íà-
â÷àëüíi çàêëàäè ïåðåéøëè íà çìiøàíó ÷è ïîâíiñòþ äèñòàíöiéíó ôîðìó íà-
â÷àííÿ. Òàêå ðiøåííÿ ìà¹ ðÿä ïåðåâàã. Íàáàãàòî ïðîñòiøå i øâèäøå íàâ÷à-
òèñÿ ïðÿìî ç äîìó. Òèì íå ìåíøå, äëÿ òîãî, ùîá çàáåçïå÷èòè ìîæëèâiñòü
îòðèìóâàòè çíàííÿ íà âiäñòàíi, ïîòðiáíî ìàòè, ÿê ìiíiìóì,ñìàðòôîí òà ÿêi-
ñíèé iíòåðíåò çâ'ÿçîê. Ó ñó÷àñíîñòi, äîâîëi ïîïóëÿðíîþ òà ïðèáóòêîâîþ ¹ IÒ
ñôåðà. Ñòàöiîíàðíà ôîðìà íàâ÷àííÿ äàâàëà ìîæëèâiñòü ëþäÿì, ùî íå ìà-
þòü âäîìà ïåðñîíàëüíîãî êîìï'þòåðà, íàâ÷àòèñÿ ïðîãðàìóâàííþ. Íà æàëü,
íàâiòü çàðàç íå êîæåí ìîæå äîçâîëèòè ñîái ÿêiñíèé ñìàðòôîí, íå òå ùî ÏÊ.
Òîìó ðîçãëÿíåìî ðÿä ìîáiëüíèõ çàñòîñóíêiâ, ùî äîçâîëÿþòü âèâ÷àòè ïðîãðà-
ìóâàííÿ äiòÿì ðiçíîãî âiêó â ñâî¹ìó ñìàðòôîíi.

ScratchJr � ïî÷àòêîâà ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ â ìîáiëüíîìó çàñòîñóíêó,ùî ¹
ñïðîùåíèì âàðiàíòîì ñòàíäàðòíîãî Scratch. Òóò ¹ òiëüêè øiñòü êàòåãîðié êî-
ìàíä â êîæíîìó ç ÿêèõ âiä ï'ÿòè äî ñåìè ñêðèïòiâ, ÿêi ìîæíà çàñòîñóâàòè äî
îá'¹êòiâ. Ãîëîâíèì ãåðî¹ì çàëèøèâñÿ ðóäèé êiò. Ïðîãðàìà äîçâîëÿ¹ îáèðàòè
iíøi îá'¹êòè ç ìåíþ, àáî ñòâîðþâàòè âëàñíi. Òàêi æ ôóíêöi¨ çáåðåãëèñÿ ïî
âiäíîøåííþ i äî ñöåíè. Çàñòîñóíîê ðîçðàõîâàíèé äëÿ îïàíóâàííÿ äiòüìè âiä
øåñòè ðîêiâ i ¹ ïîâíiñòþ áåçêîøòîâíèì. Ìîâà ïîäàííÿ iíôîðìàöi¨ - óêðà¨í-
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ñüêà.
Codeacademy Go � çàñòîñóíîê äëÿ ïî÷àòêó âèâ÷åííÿ âåáðîçðîáêè Data

Science, Python, SQL, HTML i CSS, Java òà ií. Ó äîäàòêó ìîæíà âèâ÷àòè íå
òiëüêè öi ìîâè, àëå i ïðîõîäèòè êóðñè çà ðiçíèìè íàïðÿìàìè. Áóäü-ÿêèé êóðñ
ìîæíà ïðîéòè â áóäü-ÿêèé ìîìåíò, ïðîõîäèòè ïîïåðåäíi êóðñè íåîáîâ'ÿçêîâî.
Çàñòîñóíîê ¹ áåçêîøòîâíèì, àëå ìîæëèâà ïiäïèñêà äëÿ äîñòóïó äî âñiõ êóð-
ñiâ. Iíôîðìàöiÿ ïîäà¹òüñÿ àíãëiéñüêîþ ìîâîþ.

Dcoder, code compiler IDE � öå çàñòîñóíîê-êîìïiëÿòîð äëÿ ïðîãðàìiñòiâ.
Ñåðåäîâèùå ïiäòðèìó¹ ïîíàä òðèäöÿòü ìîâ ïðîãðàìóâàííÿ. Ìiñòèòüðîçäië
ç çàâäàííÿìè, ÿêi äîïîìîæóòü â âèâ÷åííi ïðîãðàìóâàííÿ. Çàñòîñóíîê íàäà¹
íàñòóïíi ìîæëèâîñòi:

- ñèíõðîíiçàöi¨ ç GitHub i Bitbucket;
- ïiäñâi÷óâàííÿ ñèíòàêñèñó;
- ðîáîòà ç ïðî¹êòàìè ç äåêiëüêîõ ôàéëiâ;
- íàëàãîäæåííÿ êîäó.
Ó çàñòîñóíêó ëàêîíi÷íèé i çðîçóìiëèé äèçàéí. Òàêîæ ¹ ÷àò ç iíøèìè ðîç-

ðîáíèêàìè. Îñíîâíèé ôóíêöiîíàë áåçêîøòîâíèé. Ìîâà äîäàòêó -àíãëiéñüêà.
Datacamp � öå ïðîãðàìà, ÿêà ïðîïîíó¹ âèâ÷åííÿ òiëüêè òðüîõ òàêèõ ìîâ: SQL,
Python òà R. Íå çâàæàþ÷è íà íåâåëèêèé âèáið, äëÿ ñôåðè àíàëiçó äàíèõ öüî-
ãî áiëüø, íiæ äîñòàòíüî. Âèâ÷àòè ïðîãðàìóâàííÿ ìîæíà êîðèñòóþ÷èñü ÿê
áåçêîøòîâíîþ òàê i ïëàòíîþ âåðñi¹þ çàñòîñóíêó. Äëÿ êîæíî¨ ìîâè ¹ äåêiëü-
êà øëÿõiâ ðîçâèòêó, êîòði òàêîæ ðîçäiëåíi íà òåìè. Íàâ÷àííÿ ïðîõîäèòü ó
ôîðìàòi òåîðåòè÷íî¨ âiäåî-÷àñòèíè òà ïðàêòèêè ç íàïèñàííÿì êîäó é çàïèòà-
ííÿìè ç âàðiàíòàìè âiäïîâiäåé. Ìîâà âèêîðèñòàííÿ � àíãëiéñüêà.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó

Ôîðìóâàííÿ âìiíü ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ñó÷àñíèõ
iííîâàöiéíèõ êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðåàëüíèõ çàäà÷
äîâêiëëÿ i çàäà÷-ìîäåëåé ñïðèÿ¹ ìiæïðåäìåòíîìó óçàãàëüíåííþ íàáóòèõ
ñóá'¹êòàìè íàâ÷àííÿ çíàíü i âìiíü, ôîðìóâàííþ â íèõ óÿâëåíü ïðî óíiâåð-
ñàëüíèé õàðàêòåð ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ.

Âàæëèâèì ¹ îâîëîäiííÿ ðiçíèìè ìîæëèâîñòÿìè ïðàâèëüíîãî îôîðìëåííÿ
àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè ç iòåðàöiÿ-
ìè, ÿêèé áè íå ìiñòèâ ãðîìiçäêèõ âèêëàäîê, àëå çà äîïîìîãîþ îñòàííiõ ìîæíà
áóëî á ïðîäåìîíñòðóâàòè ÿñêðàâi åôåêòèâíi, à iíîäi é íåñïîäiâàíi çàñòîñóâà-
ííÿ òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó, ó íàøîìó âèïàäêó ñòîñîâíî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ið-
ðàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè. Íàâåäåíèé òóò òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë i
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ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷ çáàãàòèòü ìàòåìàòè÷íèìè iäåÿìè, äîïîìîæóòü
ïðè ïîãëèáëåíîìó âèâ÷åííi ìàòåìàòèêè, ïiäãîòîâöi äî îëiìïiàä i êîíêóðñiâ
ç ìàòåìàòèêè ðiçíîãî ðiâíÿ òà âèðîáëÿòü ïîòðåáó ó êîðèñòóâàííi ñó÷àñíè-
ìè ãðàôi÷íèìè êàëüêóëÿòîðàìè, ÿêi ¹ ó âiëüíîìó åëåêòðîííîìó äîñòóïi, ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷.

Genially � öå óíiâåðñàëüíèé êîíñòðóêòîð äëÿ äèñòàíöiéíîãî íàâ÷àííÿ i
ñòâîðåííÿ iíòåðàêòèâíèõ äèäàêòè÷íèõ ìàòåðiàëiâ. Çà éîãî äîïîìîãîþ â÷èòåëi
ìîæóòü ñòâîðèòè öiêàâi òà ïðèâàáëèâi óðîêè äëÿ ó÷íiâ, à ó÷íÿì áóäå öiêàâî
ñòâîðþâàòè i ïðåçåíòóâàòè ñâî¨ ïðî¹êòè.

Çà óìîâè äîáðîãî ìåòîäè÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ i ïîêðàùåííÿ òåõíi÷íèõ ìî-
æëèâîñòåé äèñòàíöiéíå âèêëàäàííÿ äèñöèïëiíè ¾Iíòåðïðåòîâàíà äèíàìi÷íà
âiçóàëüíà ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ¿ ìîæå ñòàòè äîìiíóþ÷èì ìåòîäîì íàâ÷àííÿ
Ñêðåò÷ó äëÿ ñòóäåíòiâ.

Çà íàÿâíîñòi íàâåäåíèõ ìîáiëüíèõ äîäàòêiâ ïðàêòè÷íå âèâ÷åííÿ ìîâ ïðî-
ãðàìóâàííÿ, ïiä ÷àñ îñâiòíüîãî ïðîöåñó, ìîæëèâå íå çâàæàþ÷è íà äîñòóïíiñòü
ïåðñîíàëüíèõ êîìï'þòåðiâ. �äèíèì âàãîìèì ìiíóñîì ¹ âiäñóòíiñòü óêðà¨í-
ñüêîìîâíîãî iíòåðôåéñó, ùî ìîæå óñêëàäíèòè íàâ÷àííÿ. Ïðîòå ìàéæå âñi àí-
ãëîìîâíi çàñòîñóíêè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê âiëüíå ñåðåäîâèùå äëÿ ïðî-
ãðàìóâàííÿ, äå çàâäàííÿ áóäå ïîäàâàòè â÷èòåëü. Êðiì òîãî, â çàñòîñóíêàõ
¹ öiëèé ðÿä ïåðåâàã: øèðîêèé âèáið ìîâ ïðîãðàìóâàííÿ; îði¹íòàöiÿ íà ðiçíi
âiêîâi êàòåãîði¨; äîäàòêîâi, âæå ãîòîâi, âàðiàíòè çàâäàíü. Îòæå, âîíè äîçâî-
ëÿþòü â÷èòåëþ ÿêiñíî ïîäàâàòè íàâ÷àëüíèé ìàòåðiàë.

Ðåçóëüòàòè ï.ï. 7.1, 7.2 îäåðæàíi Â.Ì. Ëó÷êîì ç êîëåêòèâîì àâòîðiâ [20,
21, 22, 23, 24], ï. 7.3.1 � Ë.Ì. Ìåëüíè÷óê ñïiëüíî ç Ã.Ì. Ïåðóí [60], ï. 7.3.2 �
Ë.Ì. Ìåëüíè÷óê [61], ï. 7.3.3 � Ã.Ì. Ïåðóí [80].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çà çâiòíèé ïåðiîä âèêîíàâöÿìè ÍÄÐ:

� óçàãàëüíåíî êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ ôðàêòàëüíî¨ äèôóçi¨, äëÿ ÿêîãî:

- ç'ÿñîâàíî, ùî éîãî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ¹ ùiëüíiñòþ
ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé äëÿ ñèëè ëîêàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ ó
âiäïîâiäíîìó ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Ðiññà;

- âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â êëàñi íåîáìåæåíèõ,
ðîçðèâíèõ ç iíòåãðîâíîþ îñîáëèâiñòþ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié;

- çíàéäåíî iíòåãðàëüíó ôîðìó êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i òà äîñëi-
äæåíî âëàñòèâîñòi éîãî ãëàäêîñòi é ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi;

- íà iíòåðâàëàõ ñòàáiëüíî¨ iíòåíñèâíîñòi êîåôiöi¹íòà ôëóêòóàöi¨ ðiâíÿííÿ
âñòàíîâëåíî àíàëîã ïðèíöèïó ìàêñèìóìó;

- íàâåäåíî ïðèêëàä çàäà÷i Êîøi ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ � ÿäðîì Ðiññà
äðîáîâîãî iíòåãðóâàííÿ, òà âñòàíîâëåíî ¨¨ ïðèðîäíè÷èé çìiñò;

� âïåðøå âñòàíîâëåíî çàãàëüíó ïðèðîäó ñiéêèõ ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ Ëåâi â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî ëîêàëüíèé âïëèâ ðóõîìèõ îá'¹êòiâ
â ãðàâiòàöiéíèõ ïîëÿõ Ðiññà;

� îçíà÷åíî êëàñè ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,
ùî õàðàêòåðèçóþòü áàãàòñòâî êëàñó Øèëîâèì ñèñòåì ðiâíÿíü çi çìiííè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè òà êëàñó {p⃗, h⃗}-ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì. Îáãðóíòîâàíî ¨õ
ïàðàáîëi÷íó ñòiéêiñòü ùîäî çìiíè êîåôiöi¹íòiâ;

� óñòàíîâëåíî çàãàëüíi îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi òà
éîãî ïîõiäíèõ äëÿ ñèñòåì ç öèõ êëàñiâ íå âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ðîäó
ñèñòåìè;

� äîñëiäæåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Øè-
ëîâèì ñèñòåì ó ïðîñòîðàõ òèïó S, âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ó
êîæíîìó òàêîìó ïðîñòîði êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, ðîçøèðåíî
êëàñ ¹äèíîñòi S ′

0 Ãåëüôàíäà i Øèëîâà äëÿ òàêèõ ñèñòåì äî ïðîñòîðiâ Sβ0
′
,

β > 1, i äîâåäåíî, ùî öi ðîçøèðåííÿ ¹ êëàñàìè êîðåêòíîñòi. Îäåðæàíi ðå-
çóëüòàòè ïðîiëþñòðîâàíî íà ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ íåîáìåæåíî¨
ñòðóíè;

� äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç iìïóëüñíîþ óìîâîþ çà ÷à-
ñîâîþ çìiííîþ òà çi ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè äîâiëüíîãî ïîðÿäêó â
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êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè â ãåëüäå-
ðîâèõ ïðîñòîðàõ çi ñòåïåíåâîþ âàãîþ, ñòåïiíü ÿêî¨ çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó
îñîáëèâîñòåé êîåôiöi¹íòiâ:

- çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, òà çàäà÷i
Äiðiõëå;

- âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ;

- âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ îäíîñòîðîííüî¨
êðàéîâî¨ çàäà÷i;

� äîñëiäæåíî áàãàòîòî÷êîâi çàäà÷i Êîøi, Äiðiõëå òà çàäà÷ó çi ñêiñíîþ ïî-
õiäíîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèðîäæóþòüñÿ
äîâiëüíèì ÷èíîì çà ÷àñîâîþ çìiííîþ ó ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó òà ïðî-
ñòîðîâèìè çìiííèìè íà äåÿêié ìíîæèíi òî÷îê, ïðè öüîìó:

- âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà îöiíêó ðîçâ'ÿçêó áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i Êîøi
äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ìàþòü äîâiëüíi ñòåïåíåâi
îñîáëèâîñòi çà ÷àñîâîþ i ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè;

- âñòàíîâëåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïàðàáî-
ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ìàþòü ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi äîâiëü-
íîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè;

- çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çi ñêiñíîþ ïî-
õiäíîþ äëÿ âèðîäæåíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi ñòåïåíåâèìè îñîáëè-
âîñòÿìè â êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ òà êðàéîâî¨ óìîâè;

� äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ
çi ñêiñíîþ ïîõiäíîþ òà iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, äëÿ
âèðîäæåíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó âñòàíîâëåíî iñíó-
âàííÿ òà çíàéäåíî îöiíêè ¨¨ ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ, ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíi
òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i òà àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i
äëÿ 2b-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü;

� óçàãàëüíåíî ïiäõiä äî îïèñó òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ÿêèé äîçâîëèâ
âïåðøå îòðèìàòè àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåðìîåëåêòðè-
êè ó âèãëÿäi, çðó÷íîìó äëÿ êåðóâàííÿ âèõðîâèìè òåðìîåëåêòðè÷íèìè
ñòðóìàìè ó çîíàëüíî-íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi;

� ðîçðîáëåíî ñõåìó ïîáóäîâè óòâîðþþ÷î¨ ôóíêöi¨ òåðìîåëåêòðè÷íîãî ïîëÿ
äëÿ äâîâèìiðíîãî ãiðîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà ñïðîùó¹ çíàõîäæåííÿ
ðîçïîäiëiâ òåìïåðàòóðè, ïîòåíöiàëó i ñòðóìó, íåîáõiäíèõ äëÿ ñòâîðåííÿ
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ãiðîòðîïíèõ òåðìîåëåìåíòiâ. Íàâåäåíî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ óòâîðþ-
þ÷î¨ ôóíêöi¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ âèõðîâèõ ñòðóìiâ ó ïëîñêîìó ãiðîòðîïíî-
ìó ñåðåäîâèùi;

� äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çàãàëüíî¨ ñòðóêòóðè ç íåîáìåæåíèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè òà îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, ùî äiþòü çà ÷àñòèíîþ êîìïîíåíò
ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êî-
øi òà äîñëiäæåíî éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi;

� çà äîïîìîãîþ ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó Åéëåðà, Áåññå-
ëÿ ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñåïàðàòíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó íà êóñêîâî-
îäíîðiäíîìó iíòåðâàëi ç âiäïîâiäíèìè ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìî-
âàìè;

� çäiéñíåíî êîðåêòíó ïîñòàíîâêó i ðîçâ'ÿçàío ñòîõàñòè÷íó m-òî÷êîâó çà
÷àñîì çàäà÷ó Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó iç çáó-
ðåííÿìè òèïó "áiëîãî øóìó"ç âiä'¹ìíèìè çíà÷åííÿìè;

� ðîçãëÿíóòî ìåòîäè÷íi àñïåêòè íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè â
îñâiòíiõ çàêëàäàõ, çîêðåìà, äîñëiäæåíî:

- ïèòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ iç çàñòîñóâàííÿì ñó÷àñíèõ iííî-
âàöiéíèõ êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié;

- ïèòàííÿ ìîæëèâîñòåé âèêîðèñòàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ïiäõîäiâ i ãðàôi-
÷íîãî êàëüêóëÿòîðà âiëüíîãî äîñòóïó, äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâ ôóíêöié,
ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðà-
ìåòðàìè òà iòåðàöiÿìè;

- åôåêòèâíiñòü ìåòîäó âiçóàëiçàöi¨ øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ïëàòôîðìè
Genially äëÿ ñòâîðåííÿ iíòåðàêòèâíîãî àíiìîâàíîãî êîíòåíòó;

- ìåòîäè÷íi îñîáëèâîñòi äèñòàíöiéíîãî íàâ÷àííÿ ïðè âèâ÷åííi ñåðåäîâè-
ùà ïðîãðàìóâàííÿ Ñêðåò÷ òà äîöiëüíiñòü âèêîðèñòàííÿ ìîáiëüíèõ çà-
ñòîñóíêiâ äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîãðàìóâàííÿ â øêiëüíîìó îñâiòíüîìó ïðîöåñi.
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